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 تمهيد 
 

 : ء الرياضيمبدأ الاستقرا  
لا بد قبل البدء بموضووووووعات المقرر من عرأ مبدأين هامين يكثر اسوووووتخدامهما في إثبات مبرهنات هذا  

هو مبوودأ  الثاانيو ordering Principle- Well ) الجيوود    الأول هو مبوودأ الترتيووح الحسوووووووووووووون أو ,المقرر
 .Induction Principle  Mathematical الاستقراء الرياضي المنتهي

 مبدأ الترتيب الحسن :   - 1
فإنه يوجد  Z+مجموعة جزئية غير خالية من مجموعة الأعداد الصووووووووووووووحيحة الموجبة  Aإذا كانت          

Aaعنصوور أصووغر أي يوجد   Aفي   0   : بحيثaaAa ،   وهذا العنصوور الأصووغر  ((  0
 .  ))وحيد 

 مبدأ الاستقراء الرياضي المنتهي :   - 2
هو وسووويلة سوووهلة اثبات الكثير من المبرهنات الرياضوووية ي وخاصوووة في نظرية الأعداد ي ولنشووور  و        

 :بالتمرين الممهد الآتيهذا المبدأ 
د :   تمرين مُمه ِّ

 :للقضية الرياضية  nSإذا أشرنا بالرمز    
        22333 )

2
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()....21(....21:

+
=+++=+++
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nnSn 
فيمكن أن نتحقق بسهولة أن  

1S   صحيحة ذلك أن 
                         223 )

2

21
()1(1


== 

 مساواة صحيحة 
كذلك يمكن أن نتوثق من أن 

2S  الآتية صحيحة صحيحة ذلك أن القول هل المساواة 
                         2

?
2

?
33 )

2

32
()21(21


=+=+ 

9981أي هل صحيح أن                     
??

==+ 
 والجواب نعم إذن تم المطلوب .

؟.  وإذا ظننا ذلك    nصوووووحيحة أيان كانت    nSصوووووحيحة أيضوووووان   ي  ولكن هل   3Sويمكن أن نتحقق أن  
فكيف نثبت ذلك ي علمان بأننا لا نسووووووووتطيم أن نقوم بعمل ما لا نهاية له من التح يقات ؟  أليس ثمة مخر  

 بلى ثمة مخر  هو مبدأ الاستقراء الرياضي الذي ينطلق من الفكرة البسيطة الآتية: ؟ ...
وإذا كان باامكان بعد ذلك المرور لية  متتاسووووولم  من درجات  ن نقف على درجةنحن نعلم أنه إذا أمكن أ   

. وبالتالي يمكن أن .الثالثة فالرابعة . الدرجة من درجة إلى الدرجة التي تليها فعندئذ يمكن أن نصووووووووووووول إلى
  .نتسلق السلم حتى نهايته بل لنقل لأية درجة شئنا
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ريج أو بالاسوووتقراء على ما كما يسووومى أحيانان مبدأ البرهان بالتد يمكن أن ينص مبدأ الآسوووتقراء الرياضوووي أو 
 يلي:

ما عليك   1nمن أجل أي عدد  nتتعلق بالمتغير الطبيعي   nSرياضوووية  إذا أردت إثبات صوووحة قضوووية 
 تقوم بالخطوتين التاليتين:إلا أن 

𝑛تتوثق بدايةن من صحة القضية من أجل  • =  .اسية   ) خطوة البداية أو الخطوة الأس 1

  ي  n = k 1+ من أجل ) و تبرهن بعد ذلك صحتها   n = k)صحيحة من أجل  ثم نفترأ أنها •
 )خطوة الاستقراء  

 التي وردت في بداية هذه الفقرة: nSالآن اثبات القضية ستخدم ذلك لن
 .وقد فعلنا ذلك n=1نتوثق من أنها صحيحة من أجل  الخطوة الأولى )الخطوة الأساسية(
 صحيحة ي أي لنفترأ أن : kSأن لنفترأ الخطوة الثانية )خطوة الاستقراء( 

                      *2333 )
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 مساواة صحيحة ولنبرهن أن 
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 الأيسر يساوي :صحيحة مستفيدين من *  ذلك أن الطرف 
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 ويكفي للتحقق من ذلك أن تفك الأقواس وتصلح لتجد المراد أو أن تكتح هل :

        22322 )2()1()1(4)1(
?

++=+++ kkkkk 

22أو هل :          )2()1(4
?

+=++ kkk    1(2اختصرنا على( +k 

4444أو هل :       22
?

++=++ kkkk        
 والجواب نعم وتم المطلوب .

 ثلاث ملاحظات هامة
 ( : 1ملاحظة )

 : منهاهنالك صيغ أخرى لمبدأ الاستقراء السابق مكافئة له      
0nnصحيحة لأجل   nالمتعلقة بالمتغير الطبيعي   nSتكون القضية   ❖  : إذا استطعنا فعل ما يلي 

التوثق من أن  ( خطوة البداية :1
0nS   صحيحة  ) تعديل في خطوة البداية 
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0nkصووووووووووووووحيحة  من أجل  kSإثبات أن )كون  ( خطوة الإساااااااااتقراء :2       1و نبرهن بعدها أن+kS  
 .ةحيحص

:𝑺𝒏أثبت أن العبارة       : (1) مثال 𝟐
𝒏 ≤ 𝒏! صحيحة لكل 𝒏 ≥ 𝟒 .  

= 𝑛)لاحظ أنها صحيحة من أجل             4    

:𝒔𝟒             الحل : الخطوة الأولى : 𝟐
𝟒 ≤
?
≥) الرمز    !𝟒

 يقرأ هل هو أصغر أو يساوي ( ?
24  نجد أن                = 16 ≤  محققة.          24

  .والجواب نعم والخطوة الأولى قد أنجزت .  لننتقل إلى الخطوة الثانية
𝟐𝒌لنفترأ أن المتراجحة   خطوة الاستقراء : ≤ 𝒌! صحيحة من أجل     𝒌 ≥ 𝟒. 
𝟐𝒌+𝟏                  : والطلح إثبات أن ≤ (𝒌 + 𝟏)! 

2𝑘+1                  نقول إن :          = 2. 2𝑘 ≤ (𝑘!).2 ≤
?
(𝑘 + 1)! 

(!𝑘)2                            أي        ≤
?
(𝑘 + 1)(𝑘!) 

2أو هل                                   ≤
?
𝑘 + 1 

𝑘علمان بأن  ≥  .والجواب نعم وتم المطلوب   4
 ( : 2ملاحظة )

 مبدأ الاسقراء الثاني و يبرهن أنه مكافئ للأول:
𝒏المحققة للشوووور   nمن أجل جميم قيم   𝑆𝑛ضووووية  اثبات صووووحة ق ❖ ≥ 𝒏𝟎   حيث 𝒏𝟎 .مثلان قد  معلومة

 نحتا  إلى :
= 𝑛  التوثق من أنها صحيحة من أجل ن  1  𝑛0  
𝑛افتراأ صحتها من اجل جميم قيم   ن 2 = 𝑘   المحققة للشر𝑛0 ≤ 𝑘   

= 𝑛  صحتها من أجلثم إثبات   𝑘 + 1 . 
 لتكن لدينا المتتالية العددية الصحيحة المعرفة كما يلي ::     ( 2مثال )

    𝑎0 = 1, 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 3, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−3     , ∀𝑛 ≥ 3 
𝑎𝑛والمطلوب إثبات أن           ≤ 3𝑛           من أجل جميم ال يم𝑛 ∈ 𝑁  

 أن : نلاحظالإثبات  :   الخطوة الأساسية :  
             𝑎3 = 𝑎2 + 𝑎1 + 𝑎0+= 3 + 2 + 1 = 6 ≤ 33 =  محققة  27
𝑎4       كذلك  = 𝑎3 + 𝑎2 + 𝑎1 = 6 + 3 + 2 = 11 ≤ 34 =  محققة  81

      .فالعلاقة صحيحة  
  الاستقراء : خطوة

𝑎𝑛 لنفترأ أن     ≤ 𝑘من أجل كل   33 ≥ 𝑛   حيث (𝑘 ≥ 𝑛 ≥ 3     
       n =  k + 1من أجل ولنبرهن صحتها 

𝑎𝑘+1لدينا                                    = 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2 
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≥أي                   3𝑘 + 3𝑘 + 3𝑘 = 3. (3𝑘) = 3𝑘+1 𝑎𝑘+1 ≤ 3𝑘 + 3𝑘−1 + 3𝑘−2 
𝑎𝑛أي أن العلاقة      . ب وتم المطلو  ≤ 3𝑛       ة مهما تكن صحيح    𝑛 ∈ 𝑁 . 

 أثبت أن   (3مثال )
                   ∑ 𝑖 = 1 + 2 + 3+. . . . +𝑛 =

𝑛(𝑛+1)

2

𝑛
𝑖=1  : 𝑆𝑛      ∀𝑛 ∈ 𝛧+ 

𝑠1    الخطوة الأساسية :  الحل : = 1 =
1(2)

2
=  والعلاقة صحيحة     1

𝑘 صحيحة 𝑆𝑘 نفترأ  خطوة الاستقراء :      ≥  صحيحة  𝑆𝑘+1ولنثبت أن   1
∑          :لذا نكتح  𝑖 = 1 + 2 + 3+. . . . +𝑘 + (𝑘 + 1) = 𝑠(𝑘) + (𝑘 + 1)𝑘+1

𝑖=1 
                      =

𝑘(𝑘+1)

2
+ 𝑘 + 1 

                       =
𝑘(𝑘+1)+2(𝑘+1)

2
 

                   ∑ 𝑖𝑘+1
𝑖=1 = 1 + 2 + 3+. . . . . +𝑘 + (𝑘 + 1) =

(𝑘+1)(𝑘+2)

2
 

𝑛∀محققة     𝑆𝑛صحيحة  أي أن   𝑆𝑘+1والعلاقة   ∈ 𝛧+. 
 ( : 3ملاحظة )

إن إثبات خطوة الاسووتقراء فقلا لا يكفي اثبات صووحة علاقة رياضووية كما أن إثبات الخطوة الأسوواسووية من 
𝑛 ∀صحة علاقة رياضية  لا يكفي اثبات  𝑛0أجل قيمة معينة  ≥ 𝑛0 . 
∑  ت العبووووارة  أثبووووت أنووووه إذا كووووانوووو  ( :4مثاااال هااااد  ) 𝑖 = 1 + 2 + 3+. . . . +𝑘 =

(𝑘2+𝑘+2)

2

𝑘
𝑖=1: 𝑆𝑘  

2+(𝑘+1)+2(𝑘+1)       : صحيحة  أي أن   𝑆𝑘+1فإن    صحيحة

2
=𝑆𝑘+1   صحيحة 

𝑛∀صحيحة     𝑆𝑛وهل يمكن أن تستنتج أن  ∈ 𝛧+       ؟ ؟. 
 نكتح :    ل   :الحل   

              ∑ 𝑖𝑘+1
𝑖=1 = ∑ 𝑖𝑘

𝑖=1 + (𝑘 + 1) =
𝑘2+𝑘+2

2
+ (𝑘 + 1)    :𝑆𝑘+1 

                ∑ 𝑖𝑘+1
𝑖=1 =

𝑘2+𝑘+2+2𝑘+2

2
=

𝑘2+3𝑘+4

2
 

𝑘أي أنه من أجل  ∈ 𝛧+            فإن𝑆𝑘 ⇒ 𝑆𝑘+1      
  n = 1فنجد عندما    𝑆1لنحسح الآن 

                           (𝑛2+𝑛+2)

2
=

1+1+2

2
= ∑و        2 1 = 11

𝑖=1 
1ولما كان  ≠  غير صحيحة  𝑆1فإن    2

𝑆𝑛  , ∀𝑛   محققة فنثبت صحة 𝑠𝑛0بحيث أن      𝑛0لنتساءل هل يمكن إيجاد قيمة ابتدائية   ≥ 𝑛0       ؟ 
     نكتح 3المثال )من أجل ذلك و بالاستفادة من 
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∑𝑖 =
𝑛0(𝑛0 + 1)

2
=
𝑛0
2 + 𝑛0 + 2

2

𝑛0

𝑖=1

⇒ 𝑛0
2 + 𝑛0 = 𝑛0

2 + 𝑛0 + 2 ⇒ 0 =  2 

     . 𝑆𝑛تصح من أجلها العلاقة   ةابتدائي  𝑛0وهذا غير صحيح مما يدل على أنه لا توجد أي قيمة  
 أثبت أن   ( :   3مثال )

            ∑ (2𝑖 − 1) =𝑛
𝑖=1 1 + 3 + 5+. . . +(2𝑛 − 1) = 𝑛2  : 𝑆𝑛∀𝑛 ∈ 𝛧

+ 

 نلاحظ أن  الخطوة الأساسية :  الحل :

                                                𝑆1: 1 = 1 = 12 

𝑆2: 1 + 3 = 4 = 22 

𝑆3: 1 + 3 + 5 = 9 = 32 
 𝑆𝑘+1محققة  ولنثبت صحة    𝑆𝑘   لنفترأ أن  خطوة الاستقراء :        

 لنكتح :

                             ∑ (2𝑖 − 1) =𝑘+1
𝑖=1 ∑ (2𝑖 − 1) + [2(𝑘 + 1) − 1]𝑘

𝑖=1 
             = 𝑘2 + [2(𝑘 + 1) − 1] = 𝑘2 + 2𝑘 + 1 = (𝑘 + 1)2 

 محققة .  𝑆𝑘+1فالعلاقة 

𝑛∀محققة       𝑆𝑛أي  :   ∈ 𝛧+ 
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 تمارين

 

∑                ن       لنفترأ أ   أولًا : 𝑖2𝑛 = 12 + 22+. . . . . +𝑛2      9) 

   احسح عدد طبيعي  nحيث   

a                 )∑ ,𝟏 ∑ ,𝟐 ∑ ,𝟑 ∑  𝟒 

b             برهن بالاستقراء أن       ∑ 𝑖2𝑛 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 

  اضي : أثبت ما يلي بطريقة الاستقراء الري: ثانياً 

𝟏)    𝟏𝟐 + 𝟑𝟐+. . . . . +(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐 = 𝒏(𝟐𝒏 − 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)/𝟑  

 𝟐)     𝟏. 𝟑 + 𝟐. 𝟒 + 𝟑. 𝟓+. . . . +𝒏(𝒏 + 𝟐) = (𝒏)(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟕)/𝟔 
          
 𝟑)∑

𝟏

𝒊(𝒊+𝟏)

𝒏
𝒊=𝟏 = 𝟏 −

𝟏

𝒏+𝟏
  

∑ثم استفد من ذلك في حساب مجموع السلسلة   
𝟏

𝒏(𝒏+𝟏)

∞
𝒊=𝟏 

𝟒)∑𝟐𝒊−𝟏
𝒏

𝒊=𝟏

= 𝟐𝒏 − 𝟏 

 𝟓)∑ 𝒊𝟑𝒏
𝒊=𝟏 =

𝒏𝟐(𝒏+𝟏)𝟐

𝟒
 

𝟔)∑(𝒊)(𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

!) = (𝒏 + 𝟏)! − 𝟏 

𝟕)∑(𝟐𝒌 + 𝟏)𝟑
𝒏

𝒌=𝟏

= 𝒏(𝟐𝒏𝟑 + 𝟖𝒏𝟐 + 𝟏𝟏𝒏 + 𝟔) 

𝟖)∑𝒌(𝒌 + 𝟏)(

𝒏

𝒌=𝟏

𝒌 + 𝟐) =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)

𝟒
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 ول ب الأالبا
 الفصل الأول

 وتطبيقاتها Zقابلية القسمة في 
 
 تعريف قابلية القسمة :   1-1

𝑎نقول إن العدد الصوووووحيح       ≠ يحقق  cإذا وجد عدد صوووووحيح   𝑎|𝑏ونكتح   bيقسوووووم العدد الصوووووحيح    0

.  aعلى  يقبل القسمة   bمضاعفان له أو نقول إن   bنسمي   و  b قاسمان لووووو  a  ونسمي . b = c a المساواة  

𝑎نكتح    bلا يقسم   aوإذا كان  ∤ 𝑏 5ي     15|3نكتح :   وعلى سبيل المثال ∤ 12    

 القسمة  :خواص قابلية    1-2

 وأن الصفر هو مضاعف لأي عدد صحيح . هو قاسم لأي عدد صحيح ي 1أن العدد (  1
 - 𝑎| 𝑏فإن         𝑎| 𝑏إذا كان   (2
3)        ∀𝑎 ≠ 0  ,   𝑎| 𝑎         لأن𝑎 =  1. 𝑎   

4      )𝒂|𝒄 ⇒ 𝒂|𝒌𝒄        , ∀𝒌 ∈ 𝒁 
5     )𝑎|𝑐 ∧ 𝑐|𝑑 ⇒ 𝑎|𝑑 لأن   𝑐 = 𝑎𝑏1 ∧ 𝑑 = 𝑐𝑏2 ⇒ 𝑑 = 𝑎𝑏1𝑏2 = 𝑎(𝑏1𝑏2) 
6      )𝒂|𝒄 ∧ 𝒂|𝒅 ⇒ 𝒂|(𝒎𝒄 + 𝒏𝒅)∀𝒎,𝒏 ∈ 𝜡 

𝑐لأن            = 𝑎𝑏1 ∧ 𝑑 = 𝑎𝑏2 ⇒ 𝑚𝑐 + 𝑛𝑑 = 𝑚𝑎𝑏1 + 𝑛𝑎𝑏2 = 𝑎(𝑚𝑏1 + 𝑛𝑏2) 
 ملاحظة : -2

𝑖)  يمكن تعميم هذه الخاصة كما يلي :  إذا كان       = 1,2, . . . , 𝑘) ,   𝑎|𝑏𝑖 

𝑎|𝑏1𝑥1  فإن          + 𝑏2𝑥2+. . . . . . +𝑏𝑘𝑥𝑘       حيث𝑥𝑖 ∈ 𝛧 

7  ) 𝒂|𝒄 ∧ 𝒄 ≠ 𝟎 ⇒ |𝒂| ≤ |𝒄|    لأن   :𝑐 = 𝑎𝑏 ≠ 0 ⇒ |𝑐| = |𝑎|. |𝑏| ⇒ |𝑐| ≥ |𝑎| 

8    )𝒂|𝒄 ∧ 𝒄|𝒂 ⇔ |𝒂| = |𝒄|  (7)لأن حسح الخاصة  |𝑎| ≤ |𝑐| ∧ |𝑐| ≤ |𝑎| ⇔ |𝑎| = |𝑐| 

 نتيجة:

𝑎إن مجموعة القواسم الموجبة لأي عدد صحيح   ≠ |𝑎|تحوي عددان منتهيان من العناصر كلها   0 ≥ 
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 المبرهنة الأساسية في الحساب  )مبرهنة اقليدس ( : 1-3

𝑎ن   كووا إذا    ≠ ,𝑎  و 0 𝑏 ∈ 𝛧   فووإنووه يوجوود عووددان صووووووووووووووحيحووان𝑟, 𝑞   وحيوودان يحققووان المسووووووووووووووواواة

𝑏 = 𝑎𝑞 + 𝑟   0حيث ≤ 𝑟 < |𝑎|   

𝑆لتكن مجموعة الأعداد الصحيحة التالية : الإثبات :   = {𝑥 ≥ 0: 𝑥 = 𝑏 − 𝑡𝑎; 𝑡 ∈ 𝛧} 

ا عنصووور أصوووغر من الواضوووح أن هذه المجموعة غير خالية ومرتبة فحسوووح مبدأ الترتيح الحسووون يوجد فيه

 وعندها يمكن أن نكتح :  qالموافقة لهذا العنصر هي  t. ولتكن قيمة  rنسميه 

                             𝑟 = 𝑏 − 𝑞𝑎 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑟 ≥ 0 
𝑟ولنثبت أن  < |𝑎|  

𝑟من أجل ذلك نفترأ جدلان أن       ≥ |𝑎|     أي𝑟 − |𝑎| ≥ 0 

𝑟             موجبة فإن aفإذا كانت  − |𝑎 |  =  𝑟  –  𝑎 =   𝑏 –  𝑞 𝑎 –  𝑎            

𝑟                                          ومنه − |𝑎| =  𝑏 –  𝑎 ( 𝑞 + 1 ) ∈ 𝑆             

𝑥 لأن  = 𝑟 − |𝑎| ≥ 𝑥وهو من الشكل            0 = 𝑏 − 𝑡𝑎  

𝑟  سالبة فإن :    aوإذا كانت  − |𝑎| = 𝑟  +  𝑎 =   𝑏 –  𝑞 𝑎 +  𝑎 =  𝑏 –  𝑎 (𝑞 –  1 ) ∈ 𝑆     

𝑟ولكن   − |𝑎|   عدد أصغر من r   وينتمي إلىS    وهذا تناقض لأنr     هو العنصر الأصغر فيS    أي أن

𝑟الافتراأ الجدلي خاطىء  و     < |𝑎| . 

  . وحيدان   r , qلنثبت الآن أن العددين 
,𝑟1من أجل ذلك نفترأ جدلان أن   𝑞1  عددان مختلفان عنq , r  ويحققان العلاقة 

                                          𝑏 = 𝑞1𝑎 + 𝑟1      , 0 ≤ 𝑟1 ≤ |𝑎| 
𝑏ولدينا                                        = 𝑞𝑎 + 𝑟        ,0 ≤ 𝑟 ≤ |𝑎| 

𝑞1𝑎                أي أن         + 𝑟1 = 𝑞𝑎 + 𝑟 ⇒ (𝑞 − 𝑞1)𝑎 = 𝑟1 − 𝑟 

𝑟1ومنه فإن العدد  − 𝑟  مضاعف لوa  دية أصغر من ولكن قيمته العد|𝑎|  نوهذا لا يصح إلا إذا كا 

   𝑟1 − 𝑟 = 𝑟1   و    0 = 𝑟   وبالتالي  فإن 𝑞1 = 𝑞 . وهو المطلوب 
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 أمثلة :
𝑎من أجل       = 7, 𝑏 = 2نجد                            2 = 7(0) + 2    

   ''        𝑎 = 3, 𝑏 = 23            نجد               23 = 3(7) + 2 
   ''         𝑎 = −3, 𝑏 = 7       نجد              7 = (−3)(−2) + 1 
   ''       𝑎 = 79, 𝑏 = 3−نجد                   3− = (79)(−1) + 76 
   ''        𝑎 = −6, 𝑏 = 0نجد                       0 = (−6)(0) + 0                       
𝑎من أجل       = −7, 𝑏 = 2−نجد                      2− = −7(1) + 5 

      ''       𝑎 = −7, 𝑏 = 1     نجد                   1 = (−7)0 + 1 
      ''       𝑎 = −7, 𝑏 = 56نجد                  56 = (−7)(−8) + 0 

 تطبيق هام : 1-4
ان عددان صووووووووحيحان فردي  bأي إذا كان   8عن مضوووووووواعف للعدد   1إن مربم أي عدد فردي يزيد بالعدد        
𝑏2فإن   = 8𝑀 + 1  . 

يسووووووووووووووواوي الواحود لوذا يمكن دوموان كتوابوة العلاقوة    2إن بواقي قسووووووووووووووموة أي عودد فردي على العودد الإثباات :  
𝑏 = 2𝑞 + 𝑏2           وبتربيم الطرفين نجد :   1 = 4𝑞2 + 4𝑞 + 1             

𝑏2                                        ومنه    = 4𝑞(𝑞 + 1) + 1 
 فجداءهما عدد زوجي عددان متتاليان فإن أحدهما زوجي والآخر فردي    q+ 1 و  q  ولما كان

𝑏2ومنه      = 8𝑀 + 1   . 
𝑓(𝑚)|6أثبت أن        ( :    1تمرين ) = 5𝑚3 + 7𝑚            حيث𝑚 ∈ 𝑁   

𝑓(𝑚)نكتح الحل :  = 𝑚(5𝑚2 +  بطريقة الاستقراء 𝑓(𝑚)|6ولنثبت أن (7
 وة الأساسية :  خطال

𝑓(0) = 0 → 𝑓(1)  وكذلك  والعلاقة صحيحة  ي  0|6 = 12   →  والعلاقة صحيحة .    12|6
𝑚لنفترأ صحة العلاقة من أجل خطوة الاستقراء :   = 𝑘 > 𝑚ولنثبت صحتها من أجل    1 = 𝑘 + 1 

𝑓(𝑘)             لذا نكتح :  = 5𝑘3 + 7𝑘, 𝑓(𝑘 + 1) = 5(𝑘 + 1)3 + 7(𝑘 + 1) 
𝑓(𝑘                                 ولنحسح  + 1) − 𝑓(𝑘) = 15𝑘(𝑘 + 1) + 12 

𝑘(𝑘وأن    12|6نلاحظ أن  + 15و (1 = عودد زوجي لأن أحود العوددين المتتواليين عودد زوجي  (5)3
𝑘(𝑘أي    + 1) = 2𝑛    ومنه 

     15𝑘(𝑘 + 1) = 3(5)(2)𝑛 = 6(5)𝑛 ⇒ 6|15𝑘(𝑘 + 1) 
15𝑘(𝑘 12+وع    تقسم المجم   6فإن     (6)وحسح الخاصة  + 1)    

𝑓(𝑘]|6أي أن  + 1) − 𝑓(𝑘)]       6وحسح الفرأ|𝑓(𝑘)      و منه نجد        
6|𝑓(𝑘 + 𝑚مهما تكن   𝑓(𝑚)|6  وخطوة الاستقراء صحيحة أي أن  (1 ≥ 0 . 
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52𝑛+1|14أثبت أن        ( :     2تمرين ) + 34𝑛+2           حيث𝑛 ≥ 0 
𝑓(𝑛)نسمي       = 52𝑛+1 + 34𝑛+2    14ولنثبت صحة العلاقة|𝑓(𝑛)      𝑛 ≥ 0 

 
 بطريقة الاستقراء :

𝑓(0) ,  14|14ن أ نلاحظالخطوة الأساسية :   -1 =  والعلاقة صحيحة.     14
𝑘إذا كانت خطوة الاستقراء :   -2 > 𝑓(𝑘)لنثبت أن      0 ⇒ 𝑓(𝑘 + 1)  

 لذا نحسح المقدار :      
                     𝑓(𝑘 + 1) − 11𝑓(𝑘) = 52𝑘+3 + 34𝑘+6 − 11(52𝑘+1 + 34𝑘+2) 

 نصلح العلاقة الأخيرة فنجد :
                   𝑓(𝑘 + 1) − 11𝑓(𝑘) = 52𝑘[125 − 11 × 5] + 34𝑘(36 − 11 × 9) 

34 − 11 = 70 = 5 × 14, = 52𝑘. 5(25 − 11) + 34𝑘+2(34 − 11)    
𝑓(𝑘 + 1) − 11𝑓(𝑘) = 14[52𝑘+1 + (5)34𝑘+2]  ⇒ 14|[𝑓(𝑘 + 1) − 11𝑓(𝑘)]     

𝑓(𝑘)          14|11𝑓(𝑘)|14ولما كانت                 ⇐ 
𝑓(𝑘|14ينتج أن  + 𝑛عندما     𝑓(𝑛)|14 وخطوة الاستقراء صحيحة أي أن :  (1 ≥ 0 . 
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 الفصل الثاني
 القواسم المشتركة والمضاعفات المشتركة

 
 القواسم المشتركة    1-2
غير   a , b  الصوووووحيحين هو قاسوووووم مشوووووترك للعددين  𝑑1نقول إن العدد الصوووووحيح  تعريف :    1-2-1

𝑑1|𝑏    :الصفريين معان إذا تحقق ما يلي ∧ 𝑑1|𝑎 
 30|3   ,  12|3 :          مثلاً    
 ملاحظات : 1-2-2
 يكون قاسمان مشتركان   لهما أيضان  (𝑑1−)فإن   a , bركان  لو قاسمان مشت   𝑑1 يلاحظ أنه إذا كان  1
|𝑑1|نعلم من خواص قابلية القسمة أن  2 ≤ |𝑏|, |𝑑1| ≤ |𝑎|  فإذا كان   𝑎. 𝑏 ≠ 0    

  |𝑏 |  و  |𝑎|  لا يتجاوز العدد الأصغر بين العددين |𝑑1|فإن     
هي تقاطم مجموعة   a , bحين غير صووووووفريين  إن مجموعة القواسووووووم المشووووووتركة الموجبة لعددين صووووووحي  3

  فهي مجموعة منتهية . bللعدد  مم مجموعة القواسم الموجبة aالقواسم الموجبة للعدد 
 القاسم المشترك الأعظم :  1-2-3

 غير المعدومين معان  a , bهو القاسم المشترك الأعظم للعددين الصحيحين   dنقول إن تعريف: 
𝑑ونكتح            = (𝑎, 𝑏)      أو𝑑 = 𝑔. 𝑐. 𝑑(𝑎, 𝑏) 

𝑑               (1إذا تحقق ما يلي :  > 0 
                  2           )𝑑|𝑏 ∧ 𝑑|𝑎 
𝑐 إذا كان العدد الصحيح  ( 3                   > 𝑐|𝑏و    0 ∧ 𝑐|𝑎   فإن 𝑐 ≤ 𝑑 . 

 
 على سبيل المثال :

            (−3,−9) = 3   , (15,28) = 1    , (0,6) = 6   , (21,15) = 3 
 موجود وهو وحيد غير معدومين معان دومان  a , bإن القاسم المشترك الأعظم لعددين  نتيجة :

هي مجموعة منتهية   غير معدومين معان   a  , bقلنا إن مجموعة القوا سوووووووم المشوووووووتركة لعددين   الإثبات :
,|𝑎|وعناصوورها لا تتجاوز العدد الأصووغر بين العددين   |𝑏| دة من الأعلى فلها بالتالي وعة محدو فهي مجم

افترضوووووووونا جدلان . وهذا القاسووووووووم وحيد إذ لو  a  , bعنصوووووووور أكبر هو القاسووووووووم المشووووووووترك الأعظم للعددين  
  يمكن أن تكتووح أن : ( 3) كوول منهمووا قوواسووووووووووووووم مشووووووووووووووترك أعظم فحسوووووووووووووووح الشوووووووووووووور    𝑑2  و     𝑑1أن

𝑑1 = 𝑑2 ⇐ 𝑑2 ≤ 𝑑1, 𝑑1 ≤ 𝑑2             وهو المطلوب . 
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𝑎إن مجموعوة القوا سووووووووووووووم المشووووووووووووووتركوة للعوددين المعودومينملاحظاة :    = 0, 𝑏 = هي مجموعوة الأعوداد  0
  .مجموعة غير منتهيةي وليس لها عنصر أكبر ولا يوجد قاسم مشترك أعظم لهماالصحيحة الموجبةي فهي 

 المشترك الأعظم لهما قاسمعددين صحيحين غير معدومين فإن ال a , bإذا كان  مبرهنة :   1-2-4
     𝑑 = (𝑎, 𝑏)  هو تركيح خطي للعددينa  , b يوجد دومان عددان صحيحان   . أي𝑦0, 𝑥0  : بحيث 

                  𝑑 = (𝑎, 𝑏) = 𝑥0𝑎 + 𝑦0𝑏 
 كما يلي :  a , bلنعرف مجموعة التراكيح الخطية لو الإثبات :  

                           𝑆 = {𝑛 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛧} 
 غير خالية فهي تحوي :  Sإن المجموعة 

                      𝑛 = ±𝑎   عندما𝑥 = ±1, 𝑦 = 0 
                      𝑛 = ±𝑏     عندما𝑥 = 0, 𝑦 =  أي أنها تحوي أعدادان موجبة وأعدادان سالبة.    ±1

𝑆1كما يلي :      𝑆1لنعرف المجموعة الجزئية  = {𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑆} . 
ونكتح    𝑛0غير خالية وضووحان وحسوح مبدأ الترتيح الحسون لها عنصور أصوغر نسوميه     𝑆1إن المجموعة  

𝑛0 = 𝑥0𝑎 + 𝑦0𝑏  : وحسح المبرهنة الأساسية في الحساب يمكن أن تكتح 
(1                   )𝒏 = 𝒏𝟎𝒒 + 𝒓: 𝟎 ≤ 𝒓 < 𝒏𝟎 

𝑎𝑥أي      + 𝑏𝑦 = (𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0)𝑞 + 𝑟 ⇒ 𝑟 = 𝑎(𝑥 − 𝑥0𝑞) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0𝑞) 
𝑟ولما كان  ≥ 𝑟فإن      a , bوهو تركيح خطي لو   0 ∈ 𝑆   . 

 . n يقسم  𝑛0 فإن    r = 0فإذا كان   
𝑟وإذا كان  > 𝑟فإن        0 ∈ 𝑆1    ولكن𝑛0  هو العنصر الأصغر في𝑆1 
𝑟   (1) ولدينا من < 𝑛0   ذان  لابد وأن تكون  تناقض إوهذاr = 0     و𝑛0|𝑛  أي أن𝑛0   تقسوووووم جميم

𝑛0 و      𝑛0|𝑎أي  :   Sعنوووواصوووووووووووووور  ⇐ 𝑛0|𝑏  قوووواسووووووووووووووم مشووووووووووووووترك للعووووددينa , b    : أي أن
𝑛0 ≤ 𝑑 = (𝑎, 𝑏)  . 

𝑛0ومن جهة أخرى فإن العلاقة    = 𝑥0𝑎 + 𝑦0𝑏  تدل على أن كل قاسم لوووووa  , b    يجح أن يقسم𝑛0  
𝑑و بالتالي     𝑛0يقسم  dأي أن  ≤ 𝑛0    مما يثبت أن𝑑 = 𝑛0       أي     𝑑 = 𝑥0𝑎 + 𝑦0𝑏 .  

 
يلاحظ مما سوووووووووبق أن القاسوووووووووم المشوووووووووترك الأعظم لعددين غيرمعدومين معان هو العنصووووووووور  :  1)  ملاحظة

 . a , bعددين لل الأصغر في مجموعة التراكيح الخطية الموجبة 
 وحيدان .  إن تمثيل القاسم المشترك الأعظم لعددين كتركيح خطي ليس:    2) ملاحظة
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𝑑  فعلى سبيل المثال إن :    = (15,24) = 3 
3   نكتح      = 15(−27) + 3         أو          (17)24 = 15(−3) + 24(2) 
3أو            = 15(5) + 24(−3)     …………  

𝑑إذا كان نتيجة :    = (𝑎, 𝑏)   وكانc   قاسمان مشتركان لوa , b   فإن𝑐|𝑑 
𝑑نكتح       المبرهنة السابقةحسح الإثبات :   = 𝑥0𝑎 + 𝑦0𝑏  

𝑐|𝑏    فأن          𝑐|𝑑        فإذا كان             ∧ 𝑐|𝑎   
ا واحد فإنن يسووووووواوي ال   a  , bإذا كان القاسوووووووم المشوووووووترك الأعظم لعددين صوووووووحيحين    تعريف :   1-2-5

  (relatively  prime)نسمي العددين عددين أولين نسبيان  
(32,15)نلاحظ أن  مثال :  =  أوليان نسبيان ) أوليان معان    32,15فالعددان  1

فيما بينهما إذا وفقلا إذا وجد غير الصفريين معان أوليين نسبيان     a  , bيكون العددان    مبرهنة :   1-2-6
𝑎𝑥بحيث يكون :      x , yعددان صحيحان  + 𝑏𝑦 = 1 

,𝑎)إذا كان  الإثبات :  𝑏) = 1  نجد أن    4-2-1فحسب المبرهنة )   1 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦,    𝑥, 𝑦 ∈ 𝛧 
𝑎𝑥ومن ناحية أخرى إذا كان    + 𝑏𝑦 = ,𝑥حيث      1 𝑦 ∈ 𝛧   وكان(𝑎, 𝑏) = 𝑑  

𝑑|𝑎𝑥فإن           + 𝑏𝑦      بالتالي   𝑑|𝑏 ∧ 𝑑|𝑎    أي𝑑|1  هومن    d = 1   
𝑑إذا كان  نتيجة :   = (𝑎, 𝑏)     وكان𝑎 = 𝑎0𝑑     و   𝑏 = 𝑏0𝑑        فإن(𝑎0, 𝑏0) = 1 . 
,𝑎)بما أن  الإثبات :  𝑏) = 𝑑    فيمكن كتابة العلاقة𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑑  طرفي العلاقة على    وبتقسوووووويمd  

𝑎              نجد:

𝑑
𝑥 +

𝑏

𝑑
𝑦 = 1      

)يكون    (   6-2-1)مبرهنة وحسب ال
𝑎

𝑑
,
𝑏

𝑑
) = ,𝑎0)أي      1 𝑏0) = 1   

 بعض خواص القاسم المشترك الأعظم :   1-2-7
   1 )(−𝑎, −𝑏) = (𝑎,−𝑏) = (−𝑎, 𝑏) = (𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑎) = (|𝑎|, |𝑏|)  وضوحان 

   2    )(0, 𝑎) = |𝑎| و(𝑎, 1) = (1, 𝑎) =  وضوحان           1

   3     )(𝑎,𝑚) = 1 ∧ (𝑏,𝑚) = 1 ⇒ (𝑎𝑏,𝑚) = 1 

(𝑎,𝑚) بما أنالإثبات :  = 𝑎𝑥بحيث     y , xيمكن إيجاد عددين صحيحين   1 +𝑚𝑦 = 1 
.𝑎𝑏   فنجد :  bنضرب طرفي العلاقة بو   𝑥 + 𝑚𝑏𝑦 = 𝑏 
𝑑1|𝑏أي      bيجح أن يقسم   mو   a bلو  𝑑1لذا فإن أي قاسم    ⇐ 𝑑1|𝑚 ∧ 𝑑1|𝑎𝑏   

𝑑1و منه     𝑑1|1أي   𝑑1|(𝑏,𝑚)ا لدينأصبح  = 1  . 
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,𝑘)     و   𝑘|𝑎𝑏  إذا كان       (   4 𝑏) =  . 𝑘|𝑎فإن    1
1يمكن أن تكتح   الإثبات :   = 𝑘𝑥 + 𝑏𝑦    نضرب الطرفين بوa    : فنجد𝑎 = 𝑎𝑘. 𝑥 + 𝑎𝑏𝑦 

 .   aعهما فهو يقسم مجمو    a k xوقاسما  لو   a bقاسمان لو  kلما كان 
,𝑘)إذا كان ملاحظة:  𝑏) ≠  .  a , b  من قد لا تقسم أيان   kفإن   𝑘|𝑎𝑏   و    1

2|4  مثال :   × 6 = 4  في حين أن   12 ∤ 6   ,   4 ∤ 2  . 
,𝑎)   و   𝑎|𝑛   و    𝑏|𝑛 إذا كان      5 𝑏) = .𝑎   فإن    1 𝑏|𝑛  . 

𝑛نكتوووح   الإثبااات :    = 𝑎𝑛0     ولووودينوووا𝑏|𝑛    أي𝑏|𝑎𝑛0   ولكن(𝑎, 𝑏) =    𝑏|𝑛0ومنوووه    1
𝑛0يمكن أن نكتح   بالتالي  = 𝑏𝑚       أي𝑛 = 𝑎𝑏𝑚          ومنه𝑎𝑏|𝑛 

,𝑎)عدد صحيح موجح وكان      mإذا كان   ( 6 𝑏) = 𝑑  فإن      𝐷 = (𝑚𝑎,𝑚𝑏) = 𝑚𝑑. 
,𝑎)بما أن   الإثبات : 𝑏) = 𝑑   نكتح𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦   نضرب الطرفين بوm 
𝑚𝑑فنجد :             = 𝑚𝑎𝑥 + 𝑚𝑏𝑦         ولدينا𝐷|𝑚𝑏 ∧ 𝐷|𝑚𝑎  ومنه نجد𝐷|𝑚𝑑  * 

𝐷ومن جهة أخرى يمكن أن نكتح                 = 𝑚𝑎𝑥1 +𝑚𝑏𝑦1    
𝑑|(𝑎𝑥1ولدينا     + 𝑏𝑦1) ⇐ 𝑑|𝑎 ∧ 𝑑|𝑏 ي 

,𝑚𝑑|𝑚(𝑎𝑥1ومنه          𝑏𝑦1)           و𝑚𝑑|𝐷        ** 
 .   m d =  Dومن * و**   نجد أن    

𝑏إذا كان تمهيدية  :    = 𝑞𝑎 + 𝑟,   0 ≤ 𝑟 < 𝑎   فإن(𝑎, 𝑏) = (𝑎, 𝑟) 
,𝑎)ليكن الإثبات :   𝑏) = 𝑑   أي𝑑| 𝑏 ∧ 𝑑|𝑎     ومنه𝑑|𝑏 − 𝑞𝑎  أي 𝑑|𝑟  

𝑐|𝑞𝑎من الواضح أن      r , aللعددين  سمان قا  cليكن  .  r , aفهو قاسم مشترك لو  + 𝑟   أي 

𝑐 ≤ 𝑑 ⇐ 𝑐|𝑑 ⇐ 𝑐| 𝑎  , 𝑐|𝑏     أي𝑑 = (𝑎, 𝑟) . 
 :Euclidean   algorithm )    ( خوارزمية اقليدس  

 هي وسيلة ايجاد القاسم المشترك الأعظم لعددين صحيحين .
,𝑏)نعلم أن  𝑎) = (|𝑎|, |𝑏|)    لذا نفترأ أن𝑏 ≥ 𝑎 >  ونشر  الخوارزمية كما يلي :  0

𝑏نجري عمليات القسمة المتتالية :            = 𝑞1𝑎 + 𝑟1,           0 ≤ 𝑟1 < 𝑎  
𝑟1فإذا كانت   = ,𝑏)فإن  0 𝑎) = (𝑎, 0) = 𝑎    

𝑟1وإذا كان  ≠ 𝑎          نتابم القسمة :  0 = 𝑞2𝑟1 + 𝑟2,        0 ≤ 𝑟2 < 𝑟1 

𝑟2ت فإذا كان = ,𝑎)فإن  0 𝑏) = (𝑎, 𝑟1) = (𝑟1, 0) = 𝑟1  
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𝑟2وإذا كان  ≠ 𝑟1                                     نكتح : 0 = 𝑞3𝑟2 + 𝑟3      
                                                       ………..  

 ونتابم حتى نحصل على باقي صفري ونكتح 
                                                             𝑟𝑡−1 = 𝑞𝑡+1𝑟𝑡 + 0  

 عندئذ يكون 
              (𝑎, 𝑏) = (𝑎, 𝑟1) = (𝑟1, 𝑟2) =. . . . . . . . . = (𝑟𝑡 , 𝑟𝑡+1) = (𝑟𝑡 , 0) = 𝑟𝑡 

𝑏حيث                                   > 𝑟1 > 𝑟2 >. . . . . . . . . > 𝑟𝑡 > 0 
خوارزمية القسووومة بشوووكل متتال حتى نصوول أي للبحث عن القاسوووم المشوووترك الأعظم لعددين موجبين نطبق  

 إلى باق صفري ويكون الباقي الأخير قبل الباقي الصفري هو القاسم المشترك الأعظم الذي نبحث عنه .
  (  3054  ,  12378  )  لنبحث عن القاسم المشترك الأعظم للعددين  مثال : 

                                                 12378 = 4. (3054) + 162 

     3054 = 18. (162) + 138                                               

       162 = 1. (138) + 24                                                 
138 = 5. (24) + 18   

                                        24 = 1. (18) + 6 
18 = 3. (6) + 0      

   g c d  ( 12378 , 3054 ) = 6                               أي
  a , bكتركيوح خطي للعوددين  تكتوح  يلاحظ من خوارزميوة اقليودس أن البواقي المتتواليوة يمكن أن ملاحظاة:

 حيث نجد :
                                                                     𝑟1 = 𝑎 − 𝑞1𝑏 

                                     𝑟2 = 𝑏 − 𝑟1𝑞2 = −𝑞2𝑎 + (1 + 𝑞1𝑞2)𝑏 
                                𝑟3 = (1 + 𝑞1𝑞2)𝑎 − (𝑞1 + 𝑞3 + 𝑞1𝑞2𝑞3)𝑏 

                                    …………………………………      
المشووووووووترك الأعظم لعددين تعيين أمثال التركيح الخطي للقاسووووووووم ام هذه الخوارزمية لوبالتالي يمكن اسووووووووتخد 

 وذلك بأن نبدأ من الخطوة الأخيرة في الخوارزمية ونوضح ذلك في المثال السابق فنكتح :

                                                                          6 = 24 − 18 
                                                       = 24 − (138 − (5). (24)) 

                                = (6). (24) − 138 = 6(162 − 138) − 138 
     = (6). (162) − (7). (138) = (6). (162) − 7(3054 − (18).162) 

                                                = 9132). (162) − (7). (3054) 
                              = 132(12378 − (4). (3054)) − (7). (3054) 

                                            = 132(12378) + (−535)(3054) 
6ومنه: = 𝑔𝑐𝑑 ( 12378 , 3054 ) =   𝑥 . 12378 +  𝑦 . 3054 ,   𝑥 = 132 , 𝑦 =  −535  
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 (  :  2ملاحظة )
مثال م بتبسوويلا خطوات خوارزمية اقليدس وعلى سووبيل اليمكن الاسووتفادة من خواص القاسووم المشووترك الأعظ

 يمكن أن نكتح :
𝑔 𝑐 𝑑 ( 12 , 30 )  =  3   ×   𝑔 𝑐 𝑑 ( 4 , 10 )  =  (3) × (2) × 𝑔𝑐𝑑 ( 2 , 5 )  =  6 

 
 القاسم المشترك الأعظم لمجموعة أعداد صحيحة    1-2-8
𝑎𝑖لتكن تعريف :  - , 𝑖 = 1,2,3, . . . . , 𝑛أصفاران . يعهاأعدادان صحيحة ليست جم 

 هو القاسم المشترك الأعظم لها ونكتح : dنقول إن              
                        𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1. . . . . . 𝑎𝑛) = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) 
𝑑   1إذا وفقلا إذا كان : ) > 0  
                   (2  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑑|𝑎𝑖 
1ا كان     إذ 3)                    ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,   𝑐|𝑎𝑖 و   c>0    فإن𝑐 ≤ 𝑑   

 

𝑑إذا كان  مبرهنة :   = (𝑎1, 𝑎2, . . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) 
𝑑1       و             = (𝑎1, 𝑎2, . . . . , 𝑎𝑛−2, (𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛))       فإن𝑑 = 𝑑1 

𝑖من الفرأ نلاحظ أن  الإثبات :    = 1,2, . . . , 𝑛𝑑|𝑎𝑖       أي            𝑑|(𝑎
𝑛−1

, 𝑎𝑛) 
𝑖ومن جهة أخرى    𝑑|𝑑1ومنه       = 1,2, . . . . . , 𝑛 − 2𝑑1|𝑎𝑖   و𝑑1|(𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) 

𝑑1|𝑎𝑛−1   أي ∧ 𝑑1|𝑎𝑛   ومنه𝑖 = 1,2, . . . . , 𝑛,   𝑑1|𝑎𝑖           ومنه𝑑1|𝑑 𝑑 = 𝑑1 ⇐   
 نكتح :   gcd  ( 256 , 112  , 72 )ايجاد   مثال : 

( 256 , 112  , 72  ) = ( 256 , (112  , 72 )) = ( 256 , 8 ) = 8 
,𝑎1) إذا كان القاسوم المشوترك الأعظم لدعداد غير الصوفرية معان تعريف :   𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)   يسواوي الواحد

 أولية نسبيان فيما بينها . 𝑎𝑖نقول إن الأعداد 
,𝑖∀   إذا كانتعريف :  𝑗 =< 1, 𝑛 > (𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) =  فإننا نقول إن  1

𝑎𝑖      𝑖الأعداد             = 1,2, . . . . . , 𝑛        . أولية نسبيان مثنى مثنى 
𝑎𝑖    𝑖إذا كانت الأعداد غير الصفرية معان نتيجة :    = 1,2, . . . . . , 𝑛  ,   فإنها   مثنى  ى  بيان مثنأولية نس 
 أولية نسبيان والعكس غير صحيح .            

 ولكنها ليست أولية 1 = ( 21 , 14 ,6 )   أولية نسبيان لأن :   21 , 14 , 6    إن الأعداد ( :   1مثال)
, 6 ) : نسبيان مثنى مثنى لأن     21 ) =  3  , ( 6 , 14 ) =  2 , ( 14 , 21 )  =  7  
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 وهي أولية نسبيان لأن :أولية نسبيان مثنى حيث    77 , 25 , 6  اد لأعد إن ا( :   2مثال)

 ( 6 , 25 , 77 ) = ( 6, ( 25 , 77 ) ) = (6 , 1) = 1 
 
  ( least common multiple )المضاعف المشترك الأصغر    1-2-9
 
𝑖لتكن   تعريف :    = 1, . . . . , 𝑛,    𝑎𝑖   نقول إن  أعداد صحيحة غير صفريةm  لهذه الأعداد اعف  مض 

𝑎𝑖|𝑚    ∀𝑖 إذا كان              = 1, . . . , 𝑛 . 
.𝑙𝑐𝑚(𝑎1 هو المضاعف المشترك الأصغر لها ونكتح   Lونقول إن   . . . . . 𝑎𝑛) = 𝐿 

 إذا وفقلا إذا كان :
         (1      𝐿 > 0  
         (2      ∀𝑖 = 1,2, . . . . , 𝑛,    𝑎𝑖|𝐿 
𝑖ا كان      إذ 3)          = 1,2, . . . . , 𝑛 ,        𝑎𝑖|𝑚 و   𝑚 > 𝐿فإن      0 ≤ 𝑚  . 

 𝑎𝑖مجموعة الأعداد الموجبة التي هي مضاعفات لكل من الأعداد غير الصفرية Sفي الح يقة إذا كانت 
 𝑖 = 1, . . . . , 𝑛    فإن هذه المجموعة غير خالية وحسوح مبدأ الترتيح الحسون فيها عنصور أصوغر يسومى

 .𝑎𝑖نصر المضاعف المشترك الأصغر لدعداد هذا الع
. 𝑙     مثال :  𝑐 . 𝑚 ( 6 , 15 )  = . 𝑙       ي 30  𝑐 . 𝑚 ( 9 , 8 )  =  72  

 يقسم أي مضاعف مشترك لها   𝑎𝑖المضاعف المشترك الأصغر لدعداد غير الصفرية نتيجة : 
𝐿  ليكن الإثبات : = 𝑙. 𝑐.𝑚(𝑎𝑖)   وليكنm  ترك لدعداد عف مشووووو مضوووووا𝑎𝑖  حسوووووح خوارزمية القسووووومة
:     نكتح : 𝟎 ≤ 𝒓 < 𝑳       m = q L + r 
𝑖∀ي  لدينا          r = m – q Lومنه  = 1,2, . . . . , 𝑛,    𝑎𝑖|𝐿, 𝑎𝑖|𝑚    و منه نجد 

𝑟 < 𝐿   و   𝑎𝑖|𝑟    وهذا تناقض لأنL ركة الموجبة هو العنصوووور الأصووووغر لمجموعة المضوووواعفات المشووووت
 𝐿|𝑚حصران و   r = 0 مما يدل على أن   

𝑑عددان صحيحان موجبان وكان    a , bإذا كان  مبرهنة :  = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) 
𝐿و              =  𝑙 . 𝑐 .𝑚 ( 𝑎 , 𝑏 )     فإن    𝐿 =

𝑎.𝑏

𝑑
 

𝑑بما أن الإثبات :   = (𝑎, 𝑏)    فيمكن أن تكتح𝑎 = 𝑎0. 𝑑, 𝑏 = 𝑏0. 𝑑  
,𝑎0)حيث             𝑏0) = 𝐿ومنه     1 =

𝑎.𝑏

𝑑
= 𝑎0𝑏 = 𝑏0𝑎   ن  هو مضوووواعف مشووووترك للعددي

b , a     ي ليكنm   مضاعفان مشتركان لوa , b    فيمكن أن تكتح 
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          𝒎 = 𝒂𝟏𝒂 = 𝒂𝟏𝒂𝟎𝒅,𝒃|𝒎 ⇒ 𝒃|𝒂𝟏𝒂𝟎𝒅 
 ومنه   

                                   𝒃𝟎𝒅|𝒂𝟏𝒂𝟎𝒅 ⇒ 𝒃𝟎|𝒂𝟏𝒂𝟎 
,𝑎0)ولما كان     𝑏0) = 𝒃𝟎𝒂|𝒂𝟏𝒂فإن   1 = 𝒎 ⇐ 𝒃𝟎|𝒂𝟏 

𝑳      ومنه   𝑳 أي  ≤ 𝒎   و   𝑳 |𝒎  هو المضاعف المشترك الأصغر  
, 𝑔𝑐𝑑(𝑎  إذا كان :نتيجة  𝑏 )  = = 𝐿     إنف      1   𝑎 . 𝑏             

𝐿هو    21 , 6المضاعف المشترك الأصغر للعددين    مثال  : =
6.21

𝑑
 

         𝑑 = (6,21) =       L = 42ومنه    3
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 تمارين 
 

 استخدم طريقة الاستقراء الرياضي اثبات ما يلي :  -1
                  15|24𝑛 − 1𝑛 ≥ 23𝑛|7       ي0 − 1𝑛 ≥ 1 

                8|32𝑛 + 7𝑛 ≥ 32𝑛|8       ي0 + 7𝑛 ≥ 1 
2304|72𝑛+2 − 48𝑛 − 49𝑛 ≥ 2𝑛|3       ي0 + (−1)𝑛+1𝑛 ≥ 1 

 فإن  7مضاعفان للعدد   x + 2 3  أثبت أنه إذا كان   -2
                                                     14|15𝑥2 − 11𝑥 + 14 
                                                     49|24𝑥2 + 4𝑥 + 41 

,𝑎)إذا كان   -3 𝑏) =  أوجد ال يم الممكنة لكل من : 1
(𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏), (𝑎 + 𝑏, 𝑎2 + 𝑏2), (2𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 2𝑏) 

𝑎إذا كان   -4 ∈ 𝑍   فهل يقبل العدد𝑎2 +  أم لا ؟  4القسمة على  2
 بارات التالية صحيحة أم خاطئة إن كانت صحيحة فأثبت صحتها العهل   -5

 وإن كانت خاطئة فأعلا مثالان يبين ذلك :      
𝒂𝟐|𝒃𝒄إذا كان                  (1       ⇐ 𝒂|𝒄   و    𝒂 |𝒃 
     2)                𝒂𝒄|𝒃𝒄 ⇔ 𝒂|𝒃        حيث 𝒄 ≠ 𝟎 
𝒂|𝒃إذا كان     (  3      + 𝒄   فإن إما    𝒂|𝒄  أو    𝒂|𝒃 
𝒂|𝒃𝟐إذا كان   (  4      + 𝒂|𝒃𝟒فإن               𝟏 + 𝟏   
   𝒂|𝒃فإن             𝒂𝟐|𝒃𝟑 إذا كان (  5     
𝒂𝟐 إذا كان (  6      ≤ 𝒃𝟐 ∧ 𝒃𝟐|𝒏 ∧ 𝒂𝟐|𝒏     ⇐   𝒂|𝒃 

  
 شترك الأعظم : عين القاسم الم -6

(227,659), (143,227), (306,657), (272,1479) 
(25,72,175,168), (227,659,454), (272,24,306) 

.𝑔   : تحقق ما يلي   y , xأوجد قيمان لو   -7 𝑐. 𝑑(56,72) = 56𝑥 + 72𝑦 
                                    𝑔. 𝑐. 𝑑(119,272) = 119𝑥 + 272𝑦 

                                𝑔. 𝑐. 𝑑(1769,2378) = 1769𝑥 + 2378𝑦 
  l c m ( 143, 227 )    l c  m ( 272 , 1479 )         أوجد       -8
 تحقق العلاقة :  x ,  y , zأوجد أعدادان صحيحة    -9

         𝑔. 𝑐. 𝑑(198,288,512) = 198𝑥 + 288𝑦 + 512𝑧 
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 الفصل الثالث
 الأعداد الأولية

 
 ( Prime number )داد الأولية عالأ 1-3
 عدد أولي إذا تحقق ما يلي :  pنقول إن العدد الصحيح  تعريف:  1-3-1

          1-  𝑝 > 1  
          2-   p    1لا يقبل القسمة إلا على نفسه وعلى  

 ( composite number)  ونسمي العدد الصحيح الموجح غير الأولي عددان مؤلفان 
 n = a  . b عددان مؤلفان فيمكن أن يكتح كما يلي    nكان إذا نتيجة :  -

1حيث         < 𝑏 < 𝑛, 1 < 𝑎 < 𝑛 . 
   7× 5 = 35عدد مؤلف ويمكن أن يكتح     35العدد  مثال :

 بعض خواص الأعداد الأولية :   1-3-2
 الأعداد الأولية هي أعداد أولية نسبيان مثنى مثنى .  1
 فيما عدا ذلك p =  ( p , n )   فإن  nد الصحيح يقسم العد   pإذا كان العدد الأولي   2

,𝑝)فإن           𝑛) = 1  . 
 أو بعبارة أخرى يقسم أحدهما على الأقل   pفإن   𝑝|𝑎𝑏عددان أوليان وكان  pإذا كان   3

𝑝      إذا كان      ∤ 𝑎   و𝑝|𝑎𝑏       فإن𝑝|𝑏  .      
.𝑝|𝑎1  إذا كان  4 𝑎2. . . . . 𝑎𝑛  إن فp     يقسم أحد الأعداد𝑎𝑖 الأقل) تبرهن بطريقة الاستقراء   على. 
,𝑝إذا كانت   5 𝑝1, 𝑝2, . . . . . , 𝑝𝑛  أعداد أولية وكان𝑝|𝑝1. 𝑝2. . . . . 𝑝𝑛   فإنp   يساوي أحد الأعداد  

 . 𝑝𝑖الأولية 
ولكن   𝑝|𝑝𝑘ما على الأقل ولنقترأ أن سوووووووم أحدهفهو يق 𝑝𝑖يقسوووووووم جدا ء الأعداد   pبما أن    الإثبات :

𝑝𝑘  عدد أولي لا يقبل القسمة إلا على نفسه وعلى الواحد  فيجح أن يكون 𝑝𝑘 =  𝑝   
 ( Fundamental Theorem of Arithmetic )المبرهنة الأساسية في الحساب 

الأولية وهذا ا ء عدد منته من الأعداد هو إما عدد أولي أو هو جد    n > 1إن أي عدد صوووووحيح          
 .التمثيل كجداء عوامل أولية تمثيل وحيد بغض النظر عن ترتيح الأوليات 

 البرهان  :  لنستخدم طريقة الاستقراء الرياضي 
 هو عدد أولي    n = 3هو عدد أولي  ي    n = 2لدينا الخطوة الأساسية :      

            𝑛 =  4 =  2 × = 𝑛عدد أوليي       n = 5    ي     2  6 =  2 × 3    
 لنفترأ أن المبرهنة صحيحة من أجل الأعداد حتىخطوة الاستقراء :      

  n = k + 1ولنثبت صحتها من أجل    kالعدد               
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 .أوليان فقد تم البرهان    k + 1إن كان العدد   -
+ 𝑘وإن كان  . 𝑎 لنحو : عددان مؤلفان لأمكن كتابته على ا    1  𝑏 =    𝑘 +  حيث    1 

     1 < 𝑏 < 𝑘 + 1,    1 < 𝑎 < 𝑘 + 1   
 فهو يكتح كجداء عدد منته من  العوامل أولية أي أن   k + 1أصغر من  b و aولما كان كل  من  
 𝑘 + وليوة والقضوووووووووووووويوة صووووووووووووووحيحوة من أجول أي عودد صووووووووووووووحيح الأهو جوداء عودد منتوه من العوامول    1 

𝑛 > عوامل أولية هو تمثيل وحيد .  ونسوووووووووووتخدم أيضوووووووووووان طريقة ثيل العدد كجداء لنثبت الآن أن تم .  1 
 الاستقراء الرياضي في البرهان .

 والعلاقة صحيحة   ………3. 2 = 6ي     2 = 2 نلاحظ أن الخطوة الأساسية :
   n = k + 1     أجل  من ولنثبت صحتها   n = kلنفترأ صحة العلاقة من أجل خطوة الاستقراء :  

 كجداء عوامل أولية بشكلين مختلفين ونكتح    k + 1جدلان أنه يمكن كتابة ترأ ولنف

  𝑘 + 1 =  𝑝1. 𝑝2. . . . 𝑝𝑠 = 𝑞1. 𝑞2. . . . 𝑞𝑡   من العلاقووووووة الأخيرة ينتج أن                  

𝑝1|𝑞1. 𝑞2. . . . . 𝑞𝑡 
𝑝1وليكن  𝑞𝑖تسوووووووووووووووووواوي أحووووود الأعوووووداد الأوليوووووة  𝑝1أي أن  = 𝑞𝑗 نغير ترتيوووووح العوامووووول .𝑞𝑖  بحيوووووث

𝑞𝑗 = 𝑞1 = 𝑝1  ونكتح 
 𝑘 + 1 = 𝑝1(𝑝2. 𝑝3. . . . 𝑝𝑠) = 𝑝1(𝑞2. 𝑞3. . . 𝑞𝑡)  

𝑛1  نلاحظ أن             < 𝑘 + 1,         𝑛1 = 𝑝2. 𝑝3. . . . 𝑝𝑠 = 𝑞2. 𝑞3. . . 𝑞𝑡 
كجووداء    k+1وأن تمثيوول   s = tكجووداء عواموول أوليووة تمثيوول وحيوود ممووا يوودل على أن  𝑛1 أن تمثيوول يأ

 .عوامل أولية هو أيضان تمثيل وحيد 
متساوية فإذا  جم عنا معان العوامل   n > 1  يمكن أن تكون بعض العوامل الأولية لعدد صحيح      ملاحظة :

 امل أولية بالشكل القانوني كما يلي : اء عو كجد   nالمتساوية أمكننا كتابة العدد 
                               𝑛 = 𝑝1

𝛼1𝑝2
𝛼2 . . . . . . 𝑝𝑠

𝛼𝑠  
𝑝1عوامول أوليوة مختلفوة مرتبوة  𝑝𝑖حيوث  < 𝑝2 <. . . . . < 𝑝𝑠  و𝛼𝑖  أعوداد صووووووووووووووحيحوة موجبوة . وتودعى

 .  n > 1تحليل العدد الصحيح عملية إيجاد هذه العوامل عملية 
𝟑𝟔𝟎مثال :                              = 𝟐𝟑. 𝟑𝟐. 𝟓 

                               𝟏𝟕𝟔𝟒𝟎 = 𝟐𝟑. 𝟑𝟐. 𝟓. 𝟕𝟐 
  عدد أولي   𝑝|𝑛   (𝑝  له عامل أولي أي يوجد n > 1  كل عدد صحيح ( :  1نتيجة )
𝒑 بحيث يكون  p    عددان مؤلفان فله عامل أولي  n > 1إذا كان( : 2نتيجة ) ≤ √𝒏   . 

    n = a . bعدد مؤلف فيمكن أن تكتح      nبما أن الإثبات :   
1 < 𝑎 ≤ 𝑏 < 𝑛     ومنه𝑛 = 𝑎. 𝑏 ≥ 𝑎2 

𝑎أي أن   ≤ √𝑛      ولما كان a  > 1   فله عامل أولي وليكنp  
𝑝أي             ≤ √𝑛 ⇐ 𝑝 ≤ 𝑎, 𝑝|𝑛 ⇐ 𝑝|𝑎 .و هو المطلوب 



 

25 

 

𝑛√وليس له عامل أولي    n > 1إذا كان  ( : 3نتيجة )  .عدد أولي  nفإن  ≤
  𝑛√≥ فلوه عوامول أولي  عوددان مؤلفوان   nو إذا كوان عوددان مؤلفوان أوليوان كوان   n  لم يكنإذا  ذلوك أنوهالإثباات : 

𝑝 امل أوليفهو إما عدد أولي أو له ع   n  > 1أي إذا كان   . وهذا تناقض  ≤ √𝑛 . 
 كم هو عدد الأعداد الأولية ؟  -

شوووووووووغلت هذه المسوووووووووألة أذهان علماء الرياضووووووووويات منذ القدم وقد وضوووووووووعت براهين كثيرة تثبت أن عدد      
البرهان الذي وضعه اقليدس وسنورد هذا البرهان الأعداد الأولية غير منته ومن أقدم هذه البراهين وأبسطها  

 فيما يلي :
 الأوليات ) الأعداد الأولية   منته ولنرتح هذه الأعداد كما يلي: أن عدد لنفترأ 

                          𝑝1 < 𝑝2 < 𝑝3 <. . . . . < 𝑝𝑛  
𝑁ولنكتح                    = 𝑝1𝑝2𝑝3. . . . 𝑝𝑛 + 1 

  𝑝|𝑁أي أن     pفله عامل أولي وليكن    N > 1 من الواضح أن
 لوجدنا      𝑝𝑖        i = 1, 2 ,…,nيساوي أحد الأوليات   p كان فإذا

𝑝|1 ⇐ 𝑝|𝑁 − 𝑝1𝑝2. . . . 𝑝𝑛 ⇐ 𝑝|𝑁, 𝑝|𝑝1𝑝2. . . . 𝑝𝑛 
 وهكذا فإن عدد الأوليات غير منته   𝑝𝑖  عدد أولي مختلف عن الأوليات   pوهذا تناقض أي أن

.𝑝1𝑝2 يلاحظ أن الأعداد ذات الصيغة . . . 𝑝𝑘 +  تعطي  1
 𝑁5 = 𝑁4  ي2311 = 𝑁3  ي211 = 𝑁2  ي31 = 𝑁1  ي7 = كلهووووووا أوليووووووة ولكن لسوووووووووووووووء الحظ  3

𝑁6 = 59 ×  عدد مؤلف وتسمى هذه الأعداد أعداد اقليدس .  509
 هل يوجد صيغة معينة تعطي جميع الأوليات ؟  -

ميم الأوليات ثم ثبت وضووعوا صوويغان ظن بعضووهم أنها تعطي جسووؤال رخر حير علماء الرياضوويات ي ف     
 أن حدسهم خاطىء ي من هذه الصيغ 

𝑥2    الصيغة -1 − 𝑥 +  وجد أنها تعطي أعدادان أولية من أجل       41
              𝑥 = 0,1,2, . . . .   x =  41 ولكنها تعطي عددان مؤلفان من أجل   40,

𝑥2الصيغة   -2 − 79𝑥 +  دادان أولية من أجلطي أعتع   1601
              𝑥 = 0,1,2, . . . .  فقلا      79,

أنه لا يوجد أي حدودية صووووووووووحيحة من أي درجة كانت تعطي أعدادان أولية من   (1752)غولدياخ ثم أثبت  
  xأجل جميم قيم 

 تعطي عددان غير منته من  1= ( a , b)  حيث    a x + bأن الحدودية  ( 1837 )دير خلية و أثبت 
 قيمان صحيحة موجبة . xالأوليات عندما تأخذ 

𝐹𝑛:  الصيغة (1665-1601)فيرما وضم  -3 = 2
2𝑛 +  وظن أنها تعطي  1

 أن   (1732)اولر  وأثبت   .… n = 0 , 1 , 2أوليات من أجل جميم قيم      
    𝐹5    641عدد مؤلف يقبل القسمة على  . 
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 ؟  Nتي لا تتجاوز قيمة معينة كيف نعين الأعداد الأولية ال -
لما كان توزيم الأعداد الأولية غير منتظم وليس هناك صووويغة رياضوووية تعطي فقلا أعدادان أولية كان        

ومن أبسوووووووولا الطرق لتعيين   كبيران ي   Nتعيين الأعداد الأولية عملية غير سووووووووهلة وخاصووووووووة إذا كان العدد 
 The sieve)اتوساتين  اير اليوناني ايراتوسوتين تسومى مرشوحة  الأعداد الأولية هي طريقة وضوعها الرياضوي

of Eratosthenes)  الثالث قبل الميلاد وسنشر  هذه الطريقة فيما يلي : في القرن 
يترك وتشووووطح جميم مضوووواعفاته ثم   2ثم نبدأ بالعدد الأولي الأول وهو   Nإلى  1تكتح جميم الأعداد من  

ا ي وفي كل مرة وهكذ   3وتشوووووطح جميم مضووووواعفات العدد   3د يترك أول عدد لم يتم شوووووطبه وسووووويكون العد 
𝑝يكون أول عدد لم يتم شوووووووووووووطبه عددان أوليان حتى تصووووووووووووول إلى العدد  ≤ √𝑁   وتكون الأعداد التي لم يتم

 : N = 101شطبها هي الأعداد الأولية المطلوبة . وهذا تمثيل لمرشحة ايراتوستين من أجل 
 

2 3 4̸ 5 6̸ 7 8̸ 9̸ 1̸0̸
11 1̸2 13 1̸4 1̸5 1̸6 17 1̸8 19 2̸0
21 2̸2 23 2̸4 2̸5 2̸6 2̸7 2̸8 29 3̸0
31 3̸2 3̸3 3̸4 3̸5 3̸6 37 3̸8 3̸9 4̸0

41 4̸2 43 4̸4 4̸5 4̸6 47 4̸8 4̸9 5̸0

 

51 5̸2 53 5̸4 5̸5 5̸6 5̸7 5̸8 59 6̸0
61 6̸2 6̸3 6̸4 6̸5 6̸6 67 6̸8 6̸9 7̸0
71 7̸2 73 7̸4 7̸5 7̸6 7̸7 7̸8 79 8̸0
8̸1 8̸2 83 8̸4 8̸5 8̸6 8̸7 8̸8 89 9̸0
9̸1 9̸2 9̸3 9̸4 9̸5 9̸6 97 9̸8 9̸9 1̸00

 

101 
 

هذه   xسووووووووونذكر أخيران نص المبرهنة التي تحدد عدد الأعداد الأولية التي لا تتجاوز العدد الح يقي الموجح 
ولم يتم إثباتها بشوووووووووووووكل كامل   1793عام   و غاوس  ليجاندرالمبرهنة التي كانت حدسوووووووووووووان من قبل كل من 

  ( P. Erodes )و ايردوس (A . Sellerg)سيليرغ من قبل  1949ومبسلا حتى عام 

 مبرهنة الأعداد الأولية  :
2التي تحقق العلاقووة  pهو عوودد الأعووداد الأوليووة  π (x)إذا كووان        ≤ 𝑝 ≤ 𝑥  حيووثx  عوودد ح يقي

 إلى اللانهاية . تنتهي  log x  /xإلى الدالة     π (x)موجح ي فإن نسبة 

 التحليل إلى عوامل بطريقة فيرما  :   1-3-3
يمكن أن يحلل إلى عوامل أولية ولكن طريقة التحليل تصوبح    n > 1ح  لقد أثبتنا أن أي عدد صوحي       

 1643شوووواقة عندما تكون الأعداد كبيرة . وقد شوووور  فيرما برسووووالة إلى صووووديقه العالم الرياضووووي ميرس في 
من أي عودد زوجي  2داء عوددين فرديين ولموا كوان حوذف قوى العودد طريقوة لتحليول أي عودد فردي إلى جو 

 :بل شر  طريقة التحليل سنثبت التمهيدية التالية يل الأعداد الفردية أهمية كبرى وقعمل سهل فإن لتحل
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صووووووووحيحين   عددين كحاصوووووووول ضوووووووورب   nعددان صووووووووحيحان فرديان موجبان فيمكن كتابة    nإذا كان  تمهيدية :
 بين مربعين .  كفرق  nإذا وفقلا إذا أمكن كتابة   bو aموجبين 
 حتمان  فيمكن  كتابة العلاقة :  عددان صحيحان موجبان فرديان  a , bحيث  n = a bإذا كان   البرهان:

                           𝑛 = 𝑎𝑏 =
(𝑎+𝑏)2

2
−
(𝑎−𝑏)2

2
 

𝑛إذا كان   وبالعكس = 𝑥2 − 𝑦2   فإن من الممكن كتابةn : على النحو 
 .𝑛 = (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦) = 𝑎. 𝑏 

يحققوان     x , y  إلى جوداء عواملين تكمن في البحوث عن عوددين nطريقاة فيرماا لتحليال العادد الفردي 
𝑛المعادلة  = 𝑥2 − 𝑦2        أو المعادلة𝑥2 − 𝑛 = 𝑦2   

𝑘2يحقق العلاقووة :    kلووذا نبوودأ بووالبحووث عن أصووووووووووووووغر عوودد صووووووووووووووحيح  ≥ 𝑛    ثم نبحووث بين الأعووداد
. . . . . . (𝑘 + 1)2 − 𝑛,    𝑘2 − 𝑛  حتى نصووووووووووووووووول إلى قيمووووةm   حيووووث𝑚 ≥ √𝑛  تجعوووول المقوووودار

𝑚2 − 𝑛 . مربعان لعدد صحيح 
 منتهية لأنه لابد وأن نصل إلى الخطوة الأخيرة شك إن خطوات العمل من دون  

(
𝑛+1

2
)2 − 𝑛 = (

𝑛−1

2
)2  

𝑚2عدد أولي وذلك إذا لم نحصول على   n  أن  مما يدل على   n = n . 1وعندها نجد  − 𝑛   مربعان لعدد
 قة.حيح في خطوة سابص

 ووجد أن     n = 2027651281لقد استخدم فيرما هذه الطريقة لتحليل العدد   
𝑛 =  440201 × خطوة فقلا . وإذا قورنوت هوذه الطريقوة بطريقوة التحليول العواديوة  11  بعود   46061 

 ..    44021عملية قسمة على أعداد أولية متتالية لنحصل على العدد  2850فإننا نجد أننا بحاجة لو 
  nايجاد عوامل   𝑛√كما نلاحظ هنا أننا لسووونا بحاجة لمعرفة جميم الأعداد الأولية التي هي أصوووغر من  

 . الأولية
1532نجد أن   n  =  23449 لتحليل العدد  ( :  1ال )مث < 𝑛 < 1542  

 لذا نكتح :              
                                1542 − 23449 = 267 

1552 − 23449 = 576 = 242   
𝑛  =   23449  =  ( 155 −  24 ) ( 155 +  24 )  =  131  × 179 

 وهما عددان أوليان  .
 بطريقة فيرما   n = 315لنحلل العدد   ( : 2مثال )

172نلاحظ             < 315 <  ونكتح   182
                                          𝟏𝟖𝟐 − 𝒏 = 𝟗 = 𝟑𝟐 

𝑛         ومنه                   = (18 − 3)(18 + 3) = 15 × 21   
𝑛فنجد             21و 15ونحلل كلان من  = 315 = 32. 5.7   
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𝒏          لنحلل العدد ( :  3مثال ) = 𝟏𝟏𝟗𝟏𝟒𝟑  
3452نلاحظ أن                  < 119143 < 3462   

 ونكتح :    
                             3462 − 119143 = 573 = 119716 − 𝑛 

                            3472 − 𝑛 = 1266 = 120409 − 𝑛 
                             3482 − 𝑛 = 1961 = 121104 − 𝑛 
                             3492 − 𝑛 = 2658 = 121801 − 𝑛 
                             3502 − 𝑛 = 3357 = 122500 − 𝑛 

                             3512 − 𝑛 = 4058 = 123201 − 𝑛 
                       3522 − 𝑛 = 4761 = 692 = 123904 − 𝑛 

𝑛ومنه         = (352 − 69)(352 + 69) = 283 × 421 
 وكلاهما عددان أوليان واحتجنا لسبم خطوات فقلا .
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 تمارين 
 

𝑛3من الصيغة أثبت أن العدد الأولي الوحيد    -1 −  . 7هو  1

𝟑𝒑الذي يحقق العلاقة   pأثبت أن الأولي الوحيد   -2 + 𝟏 = 𝒏𝟐    هوp = 5 . 

 . 𝑝|𝑎وأن   𝑝𝑛|𝑎𝑛أثبت أن   𝑝|𝑎𝑛عدد أولي و  pلدينا   -3

𝑝عددان أوليان فرديان و   pإذا كان   -4 ≠ 𝑝2أثبت أنه إما   5 − 𝑝2أو 1 +  . 10قسمة على ل اليقب 1

30أوجد جميم الأعداد الأولية التي هي   -5 ≥  . 

 .  250  ,  150أوجد جميم الأعداد الأولية في المجال    -6

𝑝عددان أوليان و  pإذا كان   -7 ≥ 𝑝2أثبت أن    5 +  عدد مؤلف .  2

𝑛أثبت أنه إذا كان   -8 > 24𝑛+2فإن     0 +  عدد مؤلف .  1

 عواملها الأولية بطريقة فيرما :التالية إلى حلل الأعداد  -9

    31623, 10541, 493, 2931, 977, 945, 430663, 2279, 38025,81518057   
211استخدم طريقة فيرما لتحليل العدد   -10 − 1 
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 الفصل الرابع
 معادلات ديوفانتس

  
 Diophantus Equations     معادلات ديوفانتس 1-4
عدد لانهائي من الحلول  هي المعادلات التي سوووووماها العرب المعادلات السووووويالة أي له تمهيد  :  1-4-1 

وهي معادلات بعدة متحولات تخر  بصووووووابات كثيرة . تنسوووووح هذه المعادلات إلى العالم اليوناني ديوفانتس 
صوووومريون ابليين و البعد الميلاد في ااسوووكندرية . وكان أثر المصوووريين والب  250الذي عاش في حوالي  

بارزان جدان في أعماله . لم يضووووم ديوفانتس حلان عامان لهذه المعادلات بل كان يحل كل مسووووألة حلان مسووووتقلان 
 لا يستند إلى قاعدة عامة ي ويوجد الحلول الصحيحة لها .

سوووووووونقتصوووووووور في هذا الفصوووووووول على دراسووووووووة معادلات ديوفانتس الخطية بمجهولين ومعادلات ديوفانتس من 
 الثانية التي تعين ثلاثيات فيثاغورث .لدرجة ا
 معادلات ديوفانتس الخطية بمجهولين :  1-4-2

,𝑎  حيث    a x  + b y = nنكتح هذه المعادلات على النحو :           𝑏, 𝑛 ∈ 𝛧   ونبحث عن الحلول
 ت التي تحقق هذه المعادلا   x , yالصحيحة لهذه المعادلات أي عن ال يم الصحيحة للمتحولين 

حظ أولان أنوووه قووود يكون لمعوووادلوووة خطيوووة من هوووذا النوع أكثر من حووول وعلى سووووووووووووووبيووول المثوووال نلاحظ أن نلا
,(2−,10)الثنائيات  (−6,6),  x  + 6 y = 18 3تحقق المعادلة                             (14,1)

 وقد لا يكون لمثل هذه المعادلات أي حل ي فعلى سبيل المثال المعادلة 

2 x + 10 y = 17    عدد   الثاني ليس لها أي حل لأن الطرف الأول من المعادلة عدد زوجي والطرف
 . 𝑥 و  𝑦 فردي ولا يمكن تحقيق المساواة بين الطرفين مهما تكن قيم

,𝑎حيث    a x  + b y = c      1إذا كان لدينا المعادلة   ) مبرهنة :   1-4-3 𝑏, 𝑐 ∈ 𝛧   و 
 a , b   حل إذا وفقلا إذا كان   ه يكون لهذه المعادلةغير صوووووووفريين معان فإنd  القاسوووووووم المشوووووووترك الأعظم

,𝑥0). وإذا كان  cيقسووووووووووووم الطرف الثاني      a , bللعددين   𝑦0)  حلان خاصووووووووووووان لهذه المعادلة فإن جميم
 الحلول تعطى بالعلاقات :

𝑥 = 𝑥0 +
𝑏

𝑎
𝑡 

𝑦 = 𝑦0 −
𝑎

𝑑
𝑡 

 عدد صحيح ما .  tحيث   
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𝑑تعلم أنوه إذا كوان     ان : البرها  = (𝑎, 𝑏)   فيمكن إيجواد عوددين صووووووووووووووحيحين  r , s  :بحيوث يكون
𝑏 = 𝑠𝑑, 𝑎 = 𝑟𝑑, (𝑟, 𝑠) = ,𝑥0  حل وليكن  1فإذا وجد للمعادلة )  . 1 𝑦0  : فإن 

𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 = 𝑐 = 𝑟𝑑𝑥0 + 𝑠𝑑𝑦0 = 𝑑(𝑟𝑥0 + 𝑠𝑦0) 
 . 𝑑|𝑐أي أن 

𝑡فيمكن أن نكتح       𝑑|𝑐ة إذا كان ومن جهة ثاني ≠ 0  ,   𝑐 = 𝑡𝑑 
𝑑ولما كان   = (𝑎, 𝑏)   فيوجد عددين صوووحيحينm , n    بحيثd = a m + b n   وبضووورب طرفي هذه
 t d = a ( t m ) + b ( t n ) = c نجد :      tالعلاقة بو 

𝑥0أي يوجد عددان   = 𝑡𝑚, 𝑦0 = 𝑡𝑛  : يحققان المعادلةa x  + b y = c   إذا عرفنا لنثبت الآن أنه
,𝑥0الحل الخاص  𝑦0  فإن أي حل    1) للمعادلة(𝑥, 𝑦)   : لها يكتح على النحو 

                                   𝑥 = 𝑥0 + (
𝑏

𝑑
)𝑡, 𝑦 = 𝑦0 − (

𝑎

𝑑
)𝑡 
𝑎𝑥0لذا تكتح                             + 𝑏𝑦0 = 𝑐 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

                  (2                    𝑎(𝑥 − 𝑥0) = 𝑏(𝑦 − 𝑦0)         
𝑑ولما كان  = (𝑎, 𝑏)  فإن(𝑎0, 𝑏0) = 1    𝑏 = 𝑏0𝑑,   𝑎 = 𝑎0𝑑,  ( فنجد :2نعوأ في   

                  (3                  𝑎0(𝑥 − 𝑥0) = 𝑏0(𝑦0 − 𝑦)  
𝑎0|𝑏0(𝑦0ومنه    − 𝑦)        ولكن 

                         (𝑎0, 𝑏0) = 1           𝑎0|(𝑦0 − 𝑦) 
𝑦0       أي                   − 𝑦 = 𝑎0𝑡𝑡 ∈ 𝛧 

𝑦أو                = 𝑦0 − 𝑎0𝑡 = 𝑦0 −
𝑎

𝑑
𝑡 
   نجد :3وبالتعويض في )

              𝑎0(𝑥 − 𝑥0) = 𝑏0𝑎0𝑡 ⇒ 𝑥 − 𝑥0 = 𝑏0𝑡 
                    𝑥 = 𝑥0 + 𝑏0𝑡 = 𝑥0 +

𝑏

𝑑
𝑡             وهو المطلوب ي 

 وللمعادلة عدد غير منته من الحلول .

𝑥فإن     d = 1إذا كان   ( :1ملاحظة )   = 𝑥0 + 𝑏𝑡, 𝑦 = 𝑦0 − 𝑎𝑡 
 المعادلة لها حل دومان   .جميم حلول المعادلة ) و  هي                     

إن المبرهنوة السوووووووووووووووابقوة مم خوارزميوة اقليودس تزودنوا بطريقوة عمليوة ايجواد حلول معوادلوة  ( : 2ملاحظاة )
ذا ثم كتابة ه   a , b  ومن أجل ذلك نبدأ بتعيين القاسووووووم المشووووووترك الأعظم للعددين 1ديوفانتس الخطية )

   .1م نعين حلول المعادلة )م كتركيح خطي لهما ومن ثالقاسم المشترك الأعظ
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172𝑥لنوجد جميم حلول المعادلة   ( :  1مثال ) + 20𝑦 =  إن وجدت    1000
ي نطبق  ( 20 , 172 )لنثبت أولان أن للمعادلة حل فنبدأ بتعيين القاسووووم المشووووترك الأعظم للعددين         

 اقليدس فنجد :   من أجل ذلك خوارزمية
             172 = 8 × 20 + 12 

               20 = 1 × 12 + 8 
               12 = 1 × 8 + 4        

                          8 = 2 × 4 + 0 ⇒ 4 = (172,20) 
 فللمعادلة حل ي ايجاد الحل نكتح : 1000|4تلاحظ أن   
                                4 = 12 − 8 = 12 − (20 − 12) 
                    = 2 × 12 − 20 = 2(172 − 8 × 20) − 20 

                                        4 = 2(172) + (−17)20 
1000                       ومنه    = 4 × 250 = 250[2 × 172 + (−17)20] 

                          = (500) × 172 + (−4250) × 20 
𝑦0أي                      = −4250 , 𝑥0 = 500 

 حل الكامل للمعادلة : وال

                         𝑥 = 500 +
20

4
𝑡 = 500 + 5𝑡 

              𝑦 = −4250 −
172

4
𝑡 = −4250 − 43𝑡 

 التي  tنعين قيم   قد يطلح منا تعيين الحلول الموجبة لمعادلة ما . من أجل ذلكملاحظة :  
 في المثال السابق نكتح :  x > 0    ,     y > 0 تحقق الشر                    

5 t + 500 > 0                            - 43 t – 4250 > 0 
98−ومنه                            

36

43
> 𝑡 > −100 

  ويكون الحل الوحيد الموجح للمعادلة السابقة هو :  t 99 - =عدد صحيح فإن   tولما كان 
x = 5                    ,        y = 7 

 إن وجدت      x + 51 y  = 22 6لنوجد حلول المعادلة ( :  2مثال )
3ولكن               3 = ( 51 , 6 )   نلاحظ أن  :          ∤  وليس للمعادلة أي حل .  22

 إن وجدت     x + 9 y  = 5 7لنوجد حلول المعادلة :         ( :  3مثال )
 وللمعادلة حل       d= ( 7 , 9 ) = 1         نلاحظ أن                    

9                                        :   نكتح  = 1 × 7 + 2 
               7 = 3 × 2 + 1 
              2 = 1 × 2 + 0 

d = 1 = 7 – (2× 3) = 7 – (9 – 7) ×3 = 7 (4) + 9 (- 3)     
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 :   5نضرب الطرفين بو   

           5 = 7(20) + 9(−15) ⇒ 𝑥0 = 20, 𝑦0 = −15  
𝑥والحل الكامل                = 20 + 9𝑡,      𝑦 = −15 − 7𝑡   

 ( Pythagorean triple )ثلاثيات فيثاغورث    1-4-3
ق.م  العلاقة التي تربلا بين أضووووووووووووولاع المثلث القائم أي العلاقة    2000اكتشوووووووووووووف البابليون )حوالي       

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 وعينوا أطوال أضلاع عدد من هذه المثلثات منها 
  (4961, 6480, 8161), (169, 120, 119)  

ولم يعثر على برهان ذلك ولا على شووووووور  لطريقة الوصوووووووول إلى هذه الأرقام الكبيرة . وقد قدم برهان لوجود 
𝑥2حيحوة للمعوادلوة حلول صوووووووووووووو  + 𝑦2 = 𝑧2    ق. م وهوذه   500الريواضووووووووووووووي اليونواني فيثواغورث حوالي

التي  ( x ,  y  , z )الأعداد الصوووحيحة المعادلة هي صووونف من المعادلات ديوفانتس التربيعية . وتسووومى 
 تحقق هذه المعادلة ثلاثيات فيثاغورث ولنبحث في إيجاد حلول هذه المعادلة .

يدعى   ( x ,  y  , z )  1= الذي يحقق معادلة فيثاغورث ويحقق العلاقة   x , y , zالثلاثي  تعريف : 
 ثلاثي فيثاغورث الأولي .

 . في حين الثلاثي ( 13 ,  12 , 5 )أولي وكذا الثلاثي فيثاغورث  هو ثلاثي ( 5 ,  4  , 3 )  مثال 
 هو ثلاثي فيثاغورث غير أولي . ( 10 ,  8  ,6 ) 

ولنثبت أن   ( x ,  y  , z )  1=ثلاثي فيثاغورث أولي أي    ( x ,  y  , z )لنفترأ أن   ( :1تمهيدية )
 هي أولية نسبيان مثنى مثنى.   x, y ,zالأعداد 

 ولما  𝑝|𝑑فإنه يوجد عدد أولي مثل    d = ( x , y ) 1 <إذا كان    البرهان :
𝑑|𝑥كان               ∧𝑑|𝑦   ينتج أن𝑝|𝑥 ∧𝑝|𝑦  

𝑝|𝑥2ومنه   ∧𝑝|𝑦2      ومنه𝑝|𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2   : وهذا يقتضي 
𝑝|𝑧2      1=وهذا يناقض كون  ( x ,  y  , z )  : 1 أي أن  =  ( x , y )           : وبالطريقة ذاتها نثبت أن 

=1  ( z , y ) = ( x , z ) . 
 d ( x ,  y  , z ) = ثلاثي فيثاغورث وكان  ( x ,  y  , z )إذا كان ( : 2تمهيدية )

,𝑥0)فإن              𝑦0, 𝑧0)    هو ثلاثي فيثاغورث أولي حيث𝑥 = 𝑥0𝑑, 𝑦 = 𝑦0𝑑, 𝑧 = 𝑧0𝑑 
,𝑥0يمكن إيجاد     𝑑|𝑥,𝑑|𝑦,𝑑|𝑧لما كان الإثبات  :   𝑦0, 𝑧0  بحيث 

     𝑥 = 𝑥0𝑑, 𝑦 = 𝑦0𝑑, 𝑧 = 𝑧0𝑑  ولما كان𝑑 ≠ 𝑥2و   0 + 𝑦2 = 𝑧2  فإن 
                              (𝑥0

2 + 𝑦0
2)𝑑2 = 𝑧0

2𝑑 ⇒ 𝑥0
2 + 𝑦0

2 = 𝑧0
2 

,𝑥0)و 𝑦0, 𝑧0)  هو ثلاثي فيثاغورث ولنثبت  (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 1  
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 لذلك نكتح :

     (𝑥0𝑑, 𝑦0𝑑, 𝑧0𝑑) = ((𝑥0𝑑, 𝑦0𝑑), 𝑧0𝑑) = (𝑑(𝑥0, 𝑦0), 𝑧0𝑑)  
 ومنه :

    (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ⇒ (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 1= d  = d ( x ,  y  , z ) 
,𝑥0)إذا كان ثلاثي فيثاغورث    ملاحظة : 𝑦0, 𝑧0)   أوليان وإذا كانk  عددان صوووحيحان أكبر من الصوووفر فإن

(𝑘𝑥0, 𝑘𝑦0, 𝑘𝑧0) .هو ثلاثي فيثاغورث 
 ينتج مما سبق أنه ايجاد جميم ثلاثيات فيثاغورث يكفي البحث عن ثلاثيات فيثاغورث الأولية .

 . فردي والآخر زوجي أحدهماx , y أوليان فإن العددين  ( x ,y, z)إذا كان ثلاثي فيثاغورث (: 3هيدية )مت
 لا يمكن أن   x ,  yمما يدل على أن  (  x ,  y )  1 =لقد أثبتنا أن  البرهان : 

 يكونا زوجيين معان ي لنفترأ جدلان أنهما فرديان ي عندها يمكن أن نكتح    
     𝑦2 = 8𝑀2 + 1, 𝑥

2 = 8𝑀1 + 𝑧2وبوالتوالي   1 = 𝑥2 + 𝑦2 = 8𝑀 + غير ممكن  وهوذا 2
𝑧2عددان فرديان لكان   zلأنه لو كان  = 8𝑛 + 𝑧2عددان زوجيان لكان zولو كان  1 = 4𝑛2  . 

.𝑎  إذا كان( :  4تمهيدية ) 𝑏 = 𝑐𝑛   1 =حيث  ( a ,  b  )  فإنه يوجد𝑏1, 𝑎1  
𝑏بحيث                      = 𝑏1

𝑛, 𝑎 = 𝑎1
𝑛 . 

 ونحلل كلان منها إلى عوامله الأولية فنكتح   a > 1    , b > 1  لنفترأ أن     البرهان : 
𝑎 = 𝑝1

𝛼1𝑝2
𝛼2 . . . . . . 𝑝

𝑘1

𝛼𝑘1 , 𝑏 = 𝑞1
𝛽1𝑞2

𝛽2 . . . . . . 𝑞
𝑘2

𝛽𝑘2  
𝑝𝑖أوليان نسوووبيان فإن جميم الأوليات   a ,  bكان   ماول

𝛼𝑖 , 𝑞
𝑗

𝛽𝑗  مختلفة ) فهي أولية نسوووبيان مثنى  فيما بينها
 إلى عوامله الأولية يكتح على النحو :  a  . b  وبالتالي فإن تحليل 

𝑎. 𝑏 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . . . . 𝑝
𝑘1

𝛼𝑘1𝑞1
𝛽1𝑞2

𝛽2 . . . . . . 𝑞
𝑘2

𝛽𝑘2  
 إلى عوامله الأولية فنكتح  cل العدد ومن جهة ثانية لنحل

         𝑐 = 𝑢1
𝛾1𝑢2

𝛾2 . . . . . . 𝑢𝑡
𝛾𝑡 

𝑐𝑛فيكون                           = 𝑢1
𝑛𝛾1𝑢2

𝑛𝛾2 . . . . . . 𝑢𝑡
𝑛𝛾𝑡 

.𝑎ما كان لو  𝑏 = 𝑐𝑛   ولما كان التحليل إلى العوامل يتم بشكل وحيد فقلا فإن المساواة 
tn

t
nn

uuu


......21

21=𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . . . . 𝑝
𝑘1

𝛼𝑘1𝑞1
𝛽1𝑞2

𝛽2 . . . . . . 𝑞
𝑘2

𝛽𝑘2 
𝑢𝑘تودل على أن كول عوامول  

𝑛𝛾𝑘    يقوابول عواملان واحودان فقلا من الطرف الثواني مموا يعني أن𝑘1 + 𝑘2 = 𝑡 
) عودد العوامول المختلفوة في الطرف الأول يسووووووووووووووواوي عودد العوامول المختلفوة في الطرف الثواني   وقوة أي 

𝛼𝑖عامل أي   مل على النحو بعد إعادة ترتيح العوا  a . bأي يمكن كتابة المقدار   𝑛𝛾𝑘تساوي  𝛽𝑗  أو  
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                         𝑎. 𝑏 = 𝑝1
𝑛𝛾1 . . . . . . 𝑝

𝑘1

𝑛𝛾𝑘1𝑞1
𝑛𝛾𝑘1+1 . . . . . . 𝑞𝑘2

𝑛𝛾𝑡 = 𝑎1
𝑛. 𝑏1

𝑛 
𝑘1حيث  + 𝑘2 = 𝑡      و𝑎1 = 𝑝1

𝛾1 . . . . . . 𝑝
𝑘1

𝛾𝑘1 , 𝑏1 = 𝑞1
𝛾𝑘1+1 . . . . . . 𝑞𝑘2

𝛾𝑡 
𝑥2   إن جميم الحلول الصحيحة غير الصفرية لمعادلة فيثاغورث مبرهنة :    + 𝑦2 = 𝑧2  

 تعطى بالعلاقات  ( x ,  y  , z ) 1=عدد زوجي  و   yحيث  
                  𝑥 = (𝑟2 − 𝑠2) ,    𝑦 = 2𝑟𝑠,       𝑧 = (𝑟2 + 𝑠2) 

  زوجي . أحدهما فردي والآخر  1  ,  s , r= ( s , r )أعداد صحيحة غير صفرية و    s , rث حي
 عدد فردي .  zعدد فردي وبالتالي  xعدد زوجي فإن  yبما أن   البرهان : 

𝑦لنكتح                = 2𝑦1   
𝑦2ومن معادلة فيثاغورث نكتح                        = 4𝑦1

2 = 𝑧2 − 𝑥2  
𝑦1أي                                                

2 =
𝑧+𝑥

2

 
.
𝑧−𝑥

2

  
𝑧+𝑥إن   

2

 
,
𝑧−𝑥

2
 أوليان نسبيان إذ لو فرضنا أن   

                               (
𝑧+𝑥

2

 
,
𝑧−𝑥

2
) = 𝑑 > 1 

افترضونا أن     فإذا  1= ( x , z )   وهذا غير ممكن لأن   z , xسويقسوم مجموعهما وفرقهما أي يقسوم   dفإن  
x, y ,z     غير سووووووالبة ولاحظنا أن جداء العددين الصووووووحيحين𝑧+𝑥

2

 
,
𝑧−𝑥

2
𝑦1يسوووووواوي   

التمهيدية وطبقنا   2
 أمكننا أن نكتح : (4)

        𝑧+𝑥

2

 
= 𝑟2,

𝑧−𝑥

2
= 𝑠2 

 ومنه نجد أن :
𝑥 = 𝑟2 − 𝑠2, 𝑦 = 2𝑦1 = 2𝑟𝑠, 𝑧 = 𝑟

2 + 𝑠2 
 حتمان . الأوليان نسبيان أحدهما فردي والآخر زوجي   s , rفرديان فإن   z , xوأخيران ولما كان كل من 

سوووالبة يحقق معادلة فيثاغورث بشووور   أي أمكن إيجاد ثلاثي فيثاغورث أولي بين الأعداد الصوووحيحة غير ال
𝑟2 > 𝑠2  إذا عوضنا قيم ة ثانية ومن جهx, y ,z   ( نجد :1في المعادلة   

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑟2 − 𝑠2)2 + 4𝑟2𝑠2 = (𝑟2 + 𝑠2)2 = 𝑧2 
  s , rأي أنها محققة من أجل جميم الأعداد الصحيحة 

𝑘بالعدد الصوووحيح     x, y ,zوأخيران إذا ضوووربنا قيم   ≠ فيثاغورث وهو   فإننا نحصووول على جميم ثلاثيات  0
 المطلوب .

  x =15لنوجد جميم ثلاثيات فيثاغورث الأولية علمان أن : ( :  1مثال )
𝑥لدينا            الحل: = 𝑟2 − 𝑠2 = 𝑟)أي              15 − 𝑠)(𝑟 + 𝑠) = 15   

 الممكنة التي تحقق الطلح هي التي تحقق ما يلي :  r , sوقيم     
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   𝑟 + 𝑠 = 𝑟و   15 − 𝑠 = 𝑟أو         1 − 𝑠 = 𝑟و     3 + 𝑠 = 5 
 بحل المجموعتين نجد : 

  𝑟 = 𝑠و  8 = 𝑟أو                    7 = 𝑠و    4 = 1  
  ( 113 , 112 , 15 )         و        ( 17 , 8 , 15 )       وثلاثيات فيثاغورث المطلوبة هي :

,𝑥الأعوداد ثلاثي فيثواغورث أولي فوإن أحود  (x ,y,z)أثبوت أنوه إذا كوان  (:  2مثاال ) 𝑦 , 𝑧  يقبول القسووووووووووووووموة
 . 3على 
 هي ثلاثي فيثاغورث أولي فيمكن أن نكتح     x, y ,zبما أن الأعداد    الحل:

                   𝑥 = 𝑟2 − 𝑠2,    𝑦 = 2𝑟𝑠,     𝑧 = 𝑟2 + 𝑠2 
تم المطلوب  𝑦|3  إذا كانعددان أوليان نسوبيان أحدهما زوجي والثاني فردي فإننا نلاحظ أنه      r , sحيث 

3وإذا كان  ∤ 𝑦  لا تقسم أيان من  3  فإن  r  أو s    : أي يمكن أن نكتح حسح خوارزمية القسمة 
                         𝑟 = 3𝑞 + 𝑟   أو     2 = 3𝑞 + 1 

𝑠وَ                        = 3𝑞1 + 𝑠   أو   2 = 3𝑞1 + 1  
 ومنه فإن :

𝑥 = 𝑟2 − 𝑠2 = (9𝑞2 + 12𝑞 + 4) − (9𝑞1
2 + 6𝑞1 + 1) = 3𝑀 +      𝑥|3و    3

𝑥أو   = 𝑟2 − 𝑠2 = (9𝑞2 + 6𝑞 + 6) − (9𝑞1
2 + 6𝑞1 + 1) = 3𝑀         3و|𝑥  

 هو عدد صحيح دومان . فيثاغورث أن نصف قطر الدائرة الماسة داخلان لأضلاع مثلث  أثبت ( : 3مثال )
 طول الوتر .  zطولا الضلعين القائمين في المثلث و      y , xي   رةنصف قطر الدائ  R  ليكنالحل:    

 نحسح مساحة المثلث بطريقتين ونكتح :
   (1      𝑆 =

1

2
𝑥𝑦 =

1

2
𝑅(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)        

 التالية :   x, y ,zنعوأ قيم 
   𝑥 = 𝑘(𝑟2 − 𝑠2), 𝑦 = 2𝑘𝑟𝑠, 𝑧 = 𝑘(𝑟2 + 𝑠2) 

 فنجد : R   ثم نحسح 1في العلاقة )
                           𝑅 =

𝑥𝑦

𝑥+𝑦+𝑧
=

2𝑘2𝑟𝑠(𝑟2−𝑠2)

2𝑘𝑧2+2𝑘𝑟𝑠
=

𝑘𝑟𝑠(𝑟2−𝑠2)

𝑟2+𝑟𝑠
 

                                     𝑅 =
𝑘𝑟𝑠(𝑟−𝑠)(𝑟+𝑠)

𝑟(𝑟+𝑠)
= 𝑘𝑠(𝑟 − 𝑠) 

        وهو عدد صحيح دومان .            
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 تمارين 
 
 أوجد حلول المعادلات :   1

56𝑥 + 72𝑦 = 40 
     24𝑥 + 138𝑦 = 18 
   221𝑥 + 91𝑦 = 117 
   84𝑥 − 438𝑦 = 165 

 أوجد الحلول الموجبة للمعادلات   2
   30𝑥 + 17𝑦 = 300 

    158𝑥 − 57𝑦 = 7 
54𝑥 + 21𝑦 = 906 
123𝑥 + 360𝑦 = 99 

 ادلات أوجد الحل الكامل للمع  3
2𝑥 + 11𝑦 = 5 

          18𝑥 − 21𝑦 = 15 
2𝑥 + 12𝑦 = 6 

 
 .  y =28أوجد جميم ثلاثيات فيثاغورث التي فيها   4
.𝑥|12ثلاثي فيثاغورث أولي فإن   ( x ,  y  , z )أثبت أنه إذا كان   5 𝑦. 𝑧 
𝑥2أوجووووود جميم الحلول الأوليوووووة الموجبوووووة للمعوووووادلوووووة    6 + 𝑦2 = 𝑧2  إذا كوووووانy  َعووووودد زوجي و     

0 < 𝑧 < 90 . 

 عدد  yأوجد دستور لتعيين ثلاثيات فيثاغورث الأولية التي تحقق ما يلي :   7
 زوجي و :        

         a (                   z – x =1        أو               z – y =1  

         b (                   z – x =2        أو             z – y =2                                                       
         c (           z – x = p             حيث   p  عدد أولي فردي       

 أوجد ثلاثيات فيثاغورث الأولية في الحالات :   8
         (a        y = 24                          (b        x = 21     
         (c        z =1 25                         (d        y = 16       
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 الباب الثاني
 

 الفصل الأول : التطابقات
 التطابقات الخطيةالفصل الثاني : 

 الفصل الثالث : التطابقات العددية وبعض الدوال الخاصة
 الفصل الرابع : المراتب الجذور الأولية والأدلة 
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 الفصل الأول
 

 لتطابقاتا
 

 (Congruence)التطابقات  2-1
 (F . gauss )  غاوس كالألماني فريدريإن أول من تعرأ لفكرة التطابق ووضوم رمزها هو الرياضوي      

 في كتاب الحساب .) م  ( 1855 - 1771
 وكان يقول : الرياضيات ملكة العلوم ونظرية الأعداد ملكة الرياضيات .

𝑚 ليكنتعريف التطاااابق :  2-1-1 ∈ 𝛧+  و  𝑀, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛧    نقول إن العووووددa  يطووووابق العووووددb  
𝑎ونكتح   mبالمقاس  ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)   إذا كان𝑚|𝑎 − 𝑏 أو   a – b = M.m  . 

𝑚أما إذا كان   ∤ 𝑎 − 𝑏  فإنا نقول إنa قلا يطاب b  بالمقاس m  ونكتح𝑎 ≢ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) . 
 صفو  البواقي :  2-1-2

𝑛عددان صووووووووووووحيحان أكبر من الواحد و   mإذا كان  رأينا أنه           ∈ 𝛧   فإنه يوجد عددان وحيدانq , r   
𝑛بحيووووث يكون    = 𝑚𝑞 + 𝑟,   0 ≤ 𝑟 < 𝑚       إن البوووواقيr         يمكن أن يووووأخووووذ أيووووا من ال يم

𝑟𝑖 = 0,1,2, . . . , 𝑚 − يسوووووواوي أحد   mلنضووووووم جميم الأعداد الصووووووحيحة التي باقي قسوووووومها على     1
من هذه الصوفوف ي ونلاحظ   mي فنحصول بالتالي على   𝑟𝑖في صوف واحد نسوميه صوف الباقي  𝑟𝑖الأعداد 

فإنهما يقعان في صف واحد وأن الفرق بين أي   mأنه إذا كان الفرق بين عددين صحيحين مضاعفان لوووووووووو  
 .   m. نسمي هذه الصفوف صفوف البواقي للعدد  mعددين من صف واحد هو مضاعف لو 

 هي 6 مجموعة بواقي القسمة على العدد  إن  m = 6ليكن  مثال :
        {𝑟 =  ستة صفوف بواقي . 6أي أن للعدد    {0,1,2,3,4,5

 يحوي العناصر     r = 0وصف الباقي  
                   {. . . . . . . . , −12,−6,0,6,12,18, . . . . . . . } 

 هو :   r =1وصف الباقي 
                   {. . . . . . . . , −11,−5,1,7,13,19, . . . . . . . } 

 وهكذا ...  
 ونلاحظ أن كل عدد صحيح يمكن أن ينتمي إلى باقي واحد فقلا من هذه الصفوف .

 .  ( r = 1 )مثلان ينتمي إلى صف الباقي  31فالعدد  
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                .4 + ( 84- ) 6 = 500-  لأن   r = 4ينتمي إلى صف الباقي  500-والعدد 
 : التامة البواقيمجموعة   2-1-3
 التي عدد عناصرها يساوي  Aنسمي مجموعة الأعداد الصحيحة تعريف:    
m   والتي ينتمي كل عنصووور منها إلى صوووف واحد فقلا من صوووفوف بواقي العددm  مجموعة البواقي التامة

𝐴ي فووالمجموعووة   mبووالمقوواس  = وكووذا المجموعووة   5هي مجموعووة بواقي تووامووة بووالمقوواس  {0,1,2,3,4}
𝐴1 = إلى مجموعة   6و     r = 0حيث نلاحظ أن الصوووفر ينتمي إلى مجموعة البواقي  {8,8,4−,0,6}

إلى مجموعة   4و    r = 3 إلى مجموعة البواقي   8و    r = 2إلى مجموعة البواقي   8 –و    r = 1البواقي لو
 .  r = 4البواقي 

,0,1,2}التي عناصووووووووورها    mويلاحظ أن مجموعة البواقي التامة بالمقاس   . . . . . . , 𝑚 − هي أبسووووووووولا  {1
 ويطلق عليها أحيانان مجموعة البواقي التامة الصغرى .  mمجموعات البواقي التامة بالمقاس 

𝑎من تعريف التطووابق ينتج أنووه إذا كووان    نتيجاة : ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) فهووذا يعني أنb , a   ينتميووان إلى
𝑎في حين mصوووووووف واحد من صوووووووفوف البواقي بالمقاس   ≢ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)  تعني أن  b , a    ينتميان إلى

 . mصفين مختلفين من صفوف بواقي 
 لأن :   mيطابق باقي قسمته على العدد   nإن أي عدد صحيح    نتيجة :

𝑛 = 𝑚𝑞 + 𝑟 ⇒ 𝑛 − 𝑟 = 𝑚𝑞 ⇒ 𝑚|𝑛 − 𝑟 ⇒ 𝑛 ≡ 𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑚)   
 خواص التطابقات  :  2-1-4

𝑚نفترأ الأعداد             ∈ 𝛧+ و𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐, 𝑑, . . . . ∈ 𝛧 
 إن علاقة التطابق هي علاقة تكافؤ على مجموعة الأعداد الصحيحة .  (1

 البرهان : 
𝑚إذا كان     - ∈ 𝛧+ و  𝑎 , 𝑏, 𝑐 ∈ 𝛧  فإن𝑎 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚)   لأن𝑚|𝑎 − 𝑎 . 
𝑎و     - ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇒ 𝑏 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚)    لأنه إذا كان𝑚|𝑎 − 𝑏 ⇒ 𝑚|𝑏 − 𝑎 
𝑎و      - ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) ∧ 𝑏 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇒ 𝑎 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

𝑎لأنه إذا كان             − 𝑏 = 𝑘1𝑚 ∧ 𝑏 − 𝑐 = 𝑘2𝑚 ⇒ 𝑎 − 𝑐 = (𝑘1 + 𝑘2)𝑚 
𝑘إذا كان      (2 ∈ 𝛧  و  𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)    فإن𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

– 𝑘 𝑎 نجد    k فإذا ضربنا الطرفين بالعدد     a – b = M mلأن           𝑘 𝑏 =  ( 𝑘 𝑀 ) 𝑚   
𝑐إذا كان               (3 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚) ∧ 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)   

𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚)فإن                                    ± 𝑐 ≡ 𝑏 ± 𝑑   
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𝑐لما كان    البرهان : − 𝑑 = 𝑀1𝑚, 𝑎 − 𝑏 = 𝑀2𝑚  
𝑎)       فإن         − 𝑏) ± (𝑐 − 𝑑) = (𝑀2 ±𝑀1)𝑚 
𝑎)      أي         ± 𝑐) − (𝑏 ± 𝑑) = 𝑀𝑚,𝑀 = 𝑀1 ±𝑀2 

𝑎𝑖ويمكن تعميم هوووذه الخووواصووووووووووووووووة فنكتوووح :   إذا كوووان      ≡ 𝑏𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚)     من أجووول جميم ال يم
𝑖 = 1,2, . . . . , 𝑛   فإن∑ 𝑎𝑖

𝑛
1 ≡ ∑ 𝑏𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚)

𝑛    . ويمكن إثبات ذلك بطريقة الاستقراء الرياضي 
𝑐   إذا كان مبرهنة:( 4 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚) ∧ 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) فإن𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚)  

𝑎𝑐    لدينا البرهان :          ≡ 𝑏𝑐(𝑚𝑜𝑑𝑚)  𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇒ 
𝑏𝑐و                            ≡ 𝑏𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚)  𝑐 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇒   
𝑎𝑐أي                                ≡ 𝑏𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚)        ب وهو المطلو . 

𝑎إذا كان   (  5 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)  فإن𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛(𝑚𝑜𝑑𝑚)  حيث𝑛 ≥ 0 . 
 محققة  العلاقة n = 1و    n = 0من أجل   البرهان : الخطوة الأساسية في الاستقراء :      

   n = k+ 1 من أجل   ولنثبت صحتها    n = kلنفترأ صحتها من أجل   خطوة الاستقراء : 
𝑎𝑘لذا نكتح :                          ≡ 𝑏𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

.𝑎       نكتح :4وحسح الخاصة ) 𝑎𝑘 ≡ 𝑏. 𝑏𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑚)  
𝑎𝑘+1الأمر الذي يثبت صحة العلاقة      ≡ 𝑏𝑘+1(𝑚𝑜𝑑𝑚) .المطلوبة 

𝑛∀أي أن العلاقة صحيحة    ≥ 0 . 
𝑎إذا كان  ( 6 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)   وإذا كان𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=0   حيث  𝑎𝑖 ∈ 𝛧 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,   

𝑓(𝑎)فإن :                       ≡ 𝑓(𝑏)(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
 البرهان : 

𝑎بمووا أن  ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)    فووإن𝑎𝑖 ≡ 𝑏𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚)  ( وكووذا 5حسوووووووووووووووح الخوواصوووووووووووووووة    𝑎𝑖𝑎
𝑖 ≡

𝑎𝑖𝑏
𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚)      أي∑ 𝑎𝑖𝑎

𝑖𝑛
𝑖=0 ≡ ∑ 𝑎𝑖𝑏

𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚)𝑛
𝑖=0      أي𝑓(𝑎) ≡ 𝑓(𝑏)(𝑚𝑜𝑑𝑚) . 

 
2لدينا   مثال : ≡ −4(𝑚𝑜𝑑6)         فإذا كان𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 +  فإن   5

𝑓(2) = 7, 𝑓(−4) = 25,7 ≡ 25(𝑚𝑜𝑑6) ⇒ 𝑓(2) ≡ 𝑓(−4)(𝑚𝑜𝑑6) . 
𝑘𝑎  إذا كان(  مبرهنة :  7 ≡ 𝑘𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)     وإذا كان𝑑 = (𝑘,𝑚)      فإن𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑

𝑚

𝑑
)   . 

𝑑بما أن البرهان :        = (𝑘,𝑚)     : فيمكن أن نكتح𝑘 = 𝑘0𝑑,𝑚 = 𝑚0𝑑 
(𝑘0,𝑚0)و        = 𝑘𝑎وبما أن     1 ≡ 𝑘𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)     فإن 
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            𝑘0𝑑(𝑎 − 𝑏) = 𝑀𝑚0𝑑 ⇐ 𝑘(𝑎 − 𝑏) = 𝑀𝑚 
𝑘0(𝑎ومنه       − 𝑏) = 𝑀𝑚0    أي أن𝑚0|𝑘0(𝑎 − 𝑏)   ولما كان(𝑘0,𝑚0) = 1 

𝑚0|𝑎          ينتج أن :        − 𝑏   أي𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚0)       حيث𝑚0 =
𝑚

𝑑
 

𝑘𝑎ينتج من الخاصة السابقة أنه إذا كان ( :  1نتيجة ) ≡ 𝑘𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)   وكان(𝑘,𝑚) = 1 
𝑎فإن   ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)  اختصووووووار العامل المشووووووترك بين طرفي تطابق إذا كان هذا العامل أوليان   يمكنأي

 نسبيان مم المقاس .
10مثال :  ≡ 6𝑚𝑜𝑑4  5ولكن ≢ 3𝑚𝑜𝑑4 : (10,6)لأن = 2 ∧ (2,4) ≠ 1 
11في حين          ≡ −4(𝑚𝑜𝑑15) ⇐ 77 ≡ −28(𝑚𝑜𝑑15)   : لأن 

                        (−77,−28) = 7 ∧ (7,15) = 1 
𝑐𝑎إذا كووان  :   (2نتيجاة ) ≡ 𝑐𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑝)  حيووثp  عوودد أولي لا يقسوووووووووووووومc  فووإن𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑝)  

,𝑎)وذلك لأن  𝑝) =  .في هذه الحالة  1
𝑘إذا كوووووووان الوووووووعوووووووامووووووول الووووووومشوووووووووووووووووووووتووووووورك (:  1مااااالاحاااااظاااااة ) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑚) فوووووووإن  (𝑘,𝑚) = 𝑚                     

𝑎يؤدي إلى النتيجة  والاختصار ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑1) مهما تكن الأعداد حة صحي وهي علاقةb , a  . 
𝑎𝑏 إذا كووووان(:  2ملاحظاااة ) ≡ 𝑎. 0(𝑚𝑜𝑑𝑚)  و(𝑎,𝑚) = فووووإن المبرهنووووة السوووووووووووووووووابقووووة تعطي  1

𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑚).   وإذا كان𝑎𝑏 ≡ 𝑎. 0(𝑚𝑜𝑑𝑝)  حيثp  ن عدد أولي فإما أن يكو 
                      𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝)    أو𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝)  . 

𝑎إذا كان (   8 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)  وكان𝑛|𝑚     فإن𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑛). 
𝑚|𝑎لدينا البرهان :         − 𝑏    و𝑛|𝑚 ⇐  𝑛|𝑎 − 𝑏    ومنه𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑛). 

,𝑎إذا كان  (  مبرهنة : 9 𝑏 ∈ 𝛧    و𝑚𝑖 ∈ 𝛧
𝑖حيث     + = 1,2, . . . , 𝑘  

𝑎 وإذا      ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖)  فإن𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) ث يح𝑚 = 𝑙𝑐𝑚(𝑚1, 𝑚2, . . . . , 𝑚𝑘) 
𝑚𝑖|𝑎لدينا البرهان :       − 𝑏      ولما كان𝑚𝑖|𝑚    1من أجل ≤ 𝑖 ≤ 𝑘   

   mفهو مضاعف للمضاعف المشترك الأصغر      𝑚𝑖مضاعف مشترك لدعداد    a - bفإن               
𝑚|𝑎أي  − 𝑏 و𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚). 

𝑚و    أولية نسوووووووووبيان مثنى مثنى فإنها أولية نسوووووووووبيان   𝑚𝑖كانت ا إذ نتيجة  :     = 𝑚1. 𝑚2. . . . . . 𝑚𝑘    و
𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖) من أجل   𝑖 = 1,2, . . . , 𝑘    ⇐       𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚1. 𝑚2. . . . . . 𝑚𝑘) . 

𝑚إذا كان   وبحالة خاصة   = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . 𝑝𝑘
𝛼𝑘   هو الشكل القانوني لوm  : فإن 

            𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑖
𝛼𝑖)  ⇐ 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)   حيث𝑖 = 1,2, . . . , 𝑘 
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𝑟إذا كان   (  مبرهنة : 10 ≥ 𝑎و 1 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑟) يa , b , r    و    أعداد صحيحة𝑟 ≥     pو   1
𝑎𝑝عدد أولي ي فإن :     

𝑠
≡ 𝑏𝑝

𝑠
(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑟+𝑠)     حيث𝑠 ≥ 0. 

 : sالبرهان :  بطريقة الاستقراء الرياضي على 
 نجد أن العلاقة صحيحة     s = 0من أجل الخطوة الأساسية :  

ولنثبت صحتها من أجل        s = k > 0لنفترأ أن العلاقة صحيحة من أجل    خطوة الاستقراء :  
s = k+1  : فنكتح           𝑎𝑝

𝑘
≡ 𝑏𝑝

𝑘
(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑟+𝑘) ⇒ 𝑎𝑝

𝑘
= 𝑏𝑝

𝑘
+𝑀𝑝𝑟+𝑘  

 فنجد :   pنرفم الطرفين إلى القوة 
                               (𝑎𝑝

𝑘
)𝑝 ≡ 𝑎𝑝

𝑘+1
= (𝑏𝑝

𝑘
+𝑀𝑝𝑟+𝑘)𝑝   

= 𝑏𝑝
𝑘+1

+
𝑝

1
(𝑏𝑝

𝑘
)𝑝−1(𝑀𝑝𝑟+𝑘) +

𝑝(𝑝 − 1)

2!
(𝑏𝑝

𝑘
)𝑝−2(𝑀𝑝𝑟+𝑘)2 + 

+. . . . +𝑀𝑝(𝑝𝑟+𝑘)𝑝 

.  بدءان من الحد الثاني هي  pولما كانت قوى   . . . ,2𝑟 + 2𝑘 + 𝑟ي1 + 𝑘 + 1  
𝑟 أكبر أو تساوي وكلها   + 𝑘 +  أي :  𝑝𝑟+𝑘+1فإن جميم الحدود تطابق الصفر بالمقاس      1

   𝑎𝑝
𝑘+1

= 𝑏𝑝
𝑘+1
(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑟+𝑘+1)   أي أن المبرهنة صحيحة من أجل≥ 0  s  . 

  9العشري ومجموع أرقامه يقبل القسمة على  مبالنظا  Nلنثبت أن الفرق بين أي عدد صحيح  ( :1)مثال
 يكتح بالنظام العشري كما نعلم على النحو :   Nإن العدد  الإثبات :  

                             𝑁 = 𝑎𝑛10
𝑛 + 𝑎𝑛−110

𝑛−1+. . . . . . +𝑎110
 + 𝑎0 

10ولما كان    ≡ 1(𝑚𝑜𝑑9)    10فإن𝑘 = 1𝑘 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑9)  من أجل𝑘 ≥ 0  
∑       وبالتالي :               𝑎𝑘10

𝑘𝑛
𝑘=0 ≡ ∑ 𝑎𝑘 . 1(𝑚𝑜𝑑9)

𝑛
0 

𝑁أي                = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1+. . . . . +𝑎2 + 𝑎1 + 𝑎0(𝑚𝑜𝑑9) 
𝑁ومنه          − (∑ 𝑎𝑘

𝑛
0 ) = 0(𝑚𝑜𝑑9)    ⇒          9|𝑁 −∑ 𝑎𝑘

𝑛
0 
 (414) . 9 = 3726 = ( 1+4+7+3 ) - 3741          وعلى سبيل المثال :

𝑛من أجل    ( :2تمرين) ∈ 𝛧+       24|15أثبت أن𝑛 − 1  
𝑛(24)         ا لدينالحل:    ≡ 1(𝑚𝑜𝑑15) ⇐ 24 ≡ 16 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑15)  

24𝑛|15أي        − 1 
𝑛من أجل     ( :3تمرين) ≥ 32𝑛|8أثبت أن          0 + 7  
13)8(193)8(إنالحل:  22 modmodn 32𝑛 + 7 ≡ 1 + 7(𝑚𝑜𝑑8) 

32𝑛 + 7 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑8)                      32|8أي𝑛 + 7   
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 يحقق العلاقة :    kأوجد أصغر عدد صحيح موجح  :   (4تمرين)
                              31|33(26)2 − 𝑘  

 لذا نكتح :   31على   2(26)33باقي قسمة   kالعدد المطلوب هو الحل:   
                                    33(26)2 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑31) 

33ولما كان     ≡ 2(𝑚𝑜𝑑31) 26و ≡ −5(𝑚𝑜𝑑31)  
2(26)فإن                                ≡ 25(𝑚𝑜𝑑31) 

2(26)33أي أن                             ≡ 50(𝑚𝑜𝑑31) 
2(26)33وأخيران                            ≡ 19(𝑚𝑜𝑑31)     وk = 19    

 
∑أوجد باقي قسمة ( :  5تمرين ) 𝑘!1000

   24على     1
 لذا نكتح   .……   5 (!4) = !5 و        24= !4نعلم أن         الحل:

                 ∑ 𝑘!1000
1 = 1 + 2! + 3! + 4! + 5!+. . . . . . +1000! 

 نجد : 24تطابق الصفر بالمقاس  ! 4ولما كانت الحدود بدءان من 
                                ∑ 𝑘!1000

1 = 1 + 2 + 6 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑24) 
 . 9وباقي القسمة هو 
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 الفصل الثاني
 التطابقات الخطية

  
   Linear congruencesالتطابقات الخطية   2-2
 التطابق الخطي هو معادلة من الشكل : تعريف :  2-2-1

                                    𝑎𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)     (1  
عدد صوووووووووحيح أكبر من الواحد وحل   mعدد صوووووووووحيح مجهول و xأعداد صوووووووووحيحة معلومة   a , bحيث  

𝑎𝑥0الذي يحقق المعادلة    𝑥0التطابق الخطي هو إيجاد قيمة العدد الصحيح  ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
𝑚|𝑎𝑥0ومن تعريف التطوابق نعلم أن هوذا التطوابق يتحقق إذا وفقلا إذا كوان  − 𝑏  أي إذا وفقلا إذا وجود

𝑎𝑥0بحيث    𝑦0عدد  − 𝑏 = 𝑚𝑦0   خطي تؤول إلى مسووووووووووووألة إيجاد الحلول أي أن مسووووووووووووألة حل تطابق
𝑎𝑥الكاملة لمعادلة ديوفانتس الخطية   −𝑚𝑦 = 𝑏              . 

 للتطابق الخطي حلان واحدان    mنعد الحلول المتطابقة بالمقاس   ملاحظة :
التطوووووابق كووووول منهموووووا يحقق     x = - 9و     x = 3فعلى سووووووووووووووبيووووول المثوووووال :  إن              

3𝑥 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑12)   3و𝑥 ≡ −9(𝑚𝑜𝑑12)   حلان واحوودان  ونعني بعوودد حلول تطووابق  الووذا نعوودهموو
 . mعدد الحلول غير المتطابقة بالمقاس 

𝑎𝑥يكون للتطووووابق الخطي  مبرهناااة :  2-2-2 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)  حلان إذا وفقلا إذا كووووان𝑑|𝑏  حيووووث
𝑑 = 𝑔 𝑐 𝑑(𝑎,𝑚)  ي وإذا كان𝑑|𝑏 لتطابقفإن ل d  من الحلول غير المتطابقة بالمقاسm. 

 لقد بينا أن حل التطابق الخطي يكافىء حل معادلة ديوفانتس الخطية  البرهان :
كما أثبتنا أنه إن كان  𝑑|𝑏   وقد أثبتنا أن الشووووور  اللازم والكافي كي يكون للمعادلة حل هو أن يكون      

𝑥0, 𝑦0 مل لها هو :تس فإن الحل الكاهو حل خاص لمعادلة ديوفان 
                  𝑥 = 𝑥0 +

𝑚

𝑑
𝑡𝑦 = 𝑦0 −

𝑚

𝑑
𝑑𝑡 ∈ 𝛧 
𝑡 التالية :    tلنأخذ الحلول المقابلة ل يم  = 0,1,2, . . . . , 𝑑 − 1 

,𝑥0        أي لنكتح : 𝑥0 +
𝑚

𝑑
, 𝑥0 +

2𝑚

𝑑
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 𝑥0 +

(𝑑−1)

𝑑
𝑚 

,𝑡2إذ لو تطوابق حلان موافقوان لل يمتين    mالحلول كلهوا غير متطوابقوة بالمقواس أن هذه ولنثبوت   𝑡1  لأمكن
𝑥0  أن نكتح : +

𝑚

𝑑
𝑡1 ≡ 𝑥0 +

𝑚

𝑑
𝑡2(𝑚𝑜𝑑𝑚)0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 ≤ 𝑑 − 1   

𝑚                                         ومنه 

𝑑
𝑡1 ≡

𝑚

𝑑
𝑡2(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
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)ولدينا     
𝑚

𝑑
, 𝑚) =

𝑚

𝑑
وحسووووووح خواص التطابقات يمكن اختصووووووار العامل المشووووووترك لنحصوووووول على        

𝑡1 ≡ 𝑡2(𝑚𝑜𝑑𝑑)      وهذا تناقض لأن قيمt   أي الأعداد𝑡 = 0,1,2, . . . . , 𝑑 − كلها غير متطابقة    1
 . dبالمقاس 

𝑥0)لنثبوت أخيران أن أي حول من الحلول  +
𝑚

𝑑
𝑡)  حيوثt   أكبر أو تسوووووووووووووواويd    يطوابق بوالمقواسm   واحودان

 . dن الحلول السابقة والتي عددها يساوي م
𝑡في الح يقة بما أن  ≥ 𝑑  فهي تكتح على النحو𝑡 = 𝑞𝑑 + 𝑟 0حيث ≤ 𝑟 < 𝑑 

0أي  ≤ 𝑟 ≤ 𝑑 −  ي  نعوأ في عبارة الحل فنجد :  1
       𝑥0 +

𝑚

𝑑
𝑡 = 𝑥0 +

𝑚

𝑑
(𝑞𝑑 + 𝑟) = 𝑥0 +𝑚𝑞 +

𝑚

𝑑
𝑟 

𝑥0ومنه                           +
𝑚

𝑑
𝑡 ≡ (𝑥0 +

𝑚

𝑑
𝑟)(𝑚𝑜𝑑𝑚)  

𝑥0و    +
𝑚

𝑑
𝑟 . هو أحد الحلول المذكورة ي وهو المطلوب 

𝑎𝑥فإن للتطابق الخطي 1= ( a  , m) إذا كان  نتيجة : ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)  . حل وحيد 
𝑝وكان    p وإذا كان المقاس عددان أوليان  ∤ 𝑎   فإن للتطابق𝑎𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑝) . حل وحيد أيضان 

6𝑥أوجد حلول التطابق       ( :1تمرين ) ≡ 2(𝑚𝑜𝑑9)  
(6,9)و نلاحظ أن       الحل: = 3 3 ∤  وليس للتطابق أي حل .  2

6𝑥أوجد حلول التطابق       ( :2تمرين ) ≡ 21(𝑚𝑜𝑑30)  
(9,30)و لدينا:      الحل: =  أي أن للتطابق ثلاثة حلول غير  21|3 3

    30متطابقة بالمقاس           
3𝑥فنجد :    3نختصر طرفي التطابق على  طريقة أولى : ≡ 7(𝑚𝑜𝑑10) 

(3,10)ولموا كوان       =  0بوأحود الأعوداد من  xي وبتعويض  10فلهوذا التطوابق حول وحيود بوالمقواس   1
 يحقق التطابق أي   x = 9نجد أن :  9إلى 

𝑥0 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑10)        9وهو يحقق التطابق الأصلي𝑥 ≡ 21(𝑚𝑜𝑑30) 
𝑥ونحصل على الحلول الثلاثة بكتابة  ≡ 𝑥0 + 10𝑡        حيث𝑡 = 0,1,2    

𝑥       وتكون الحلول :  ≡ 9(𝑚𝑜𝑑30)  و𝑥 ≡ 19(𝑚𝑜𝑑30) و𝑥 ≡ 29(𝑚𝑜𝑑30)  
 يوفانتس المكافئة يمكن إيجاد الحل بالعودة إلى حل معادلة د  طريقة ثانية : 

9𝑥 للتطابق فنبحث عن حلول المعادلة :  − 30𝑦 =  بتطبيق خوارزمية القسمة فنجد :  21
                                                     30  =  9 × 3 + 3 

        9  =  3 ×3 + 0                                                         
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 وبالتالي
                                                             3  = 30  - 9 × 3  

                                                   21  =  9 (-21) - 30 (-7 )                                                      

𝑥0أي  =  هو حل خاص والحلول الكاملة هي :     21−
                   𝑥 = −21 +

30

3
𝑡 = −21 + 10𝑡, 𝑡 = 0,1,2 

 هي :  30أي الحلول غير المتطابقة بالمقاس 
  𝑥 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑30)    و𝑥 ≡ −11(𝑚𝑜𝑑30)    و𝑥 ≡ −21(𝑚𝑜𝑑30) 

29حيث   (9,19,29)الحلول الموجبة    وهي تطابق ≡ 19 و  1− ≡ 9  و 11− ≡   .30بالمقاس   21−
 المنتهية :الكسور البسيطة المستمرة   2-2-3

إن إيجاد حلول التطابقات الخطية باسوووووتخدام خوارزمية اقليدس أو بالتجريح تصوووووبح طويلة أو             
متعذرة حين يكون المقاس عددان كبيران لذا تسوتخدم طريقة الكسوور البسويطة المسوتمرة التي سوتشورحها في هذه 

 ة .الفقرة لحل التطابقات الخطية وحل معادلات ديوفانتس الخطي
 الكسور البسيطة المستمرة المنتهية هي كسور تكتح كما يلي :   :  تعريف -

𝐴

𝐵
= 𝑎1 +

1

𝑎2 +
1

𝑎3 +
1

𝑎4 +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛−2 +
1

𝑎𝑛−1 +
1
𝑎𝑛

 

,𝑎2حيث  𝑎3, . . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝛧
+, 𝑎𝑖 ∈ 𝛧 

𝐴:                     مز وير 

𝐵
=< 𝑎1, . . . . . , 𝑎𝑛 > 

2−( :   1مثال ) +
1

1+
1

3

= −2 +
1
4

3

= −2 +
3

4
= −

5

4
=< −2,1,3 > 

 ( :  2مثال )
             32

19
= 1 +

13

19
= 1 +

1
19

13

= 1 +
1

1+
6

13

= 1 +
1

1+
1
13
6

 

= 1 +
1

1 +
1

2 +
1
6

=< 1,1,2,6 > 
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وإذا توقفنا بالكسووور عند النسوووبة الجزئية فإننا نحصووول على   kالنسوووبة الجزئية من المرتبة   𝑎𝑘يسووومى العدد 
 :ونكتح   k  : 𝑐𝑘التقريح من المرتبة 

            𝑐1 = 𝑎1, 𝑐2 = 𝑎1 +
1

𝑎2
. . . . . . . . . 𝑐𝑘 = 𝑎1 +

1

 
𝑎2+........

                   +
1

𝑎𝑘

 

    يمكن أن نكتح :2ففي المثال )
               𝑐1 = 1, 𝑐2 = 1 +

1

1
= 2, 𝑐3 = 1 +

1

1+
1

2

=
5

3
                                                          

𝑐4 =< 1,1,2,6 >=
32

19
 

>إذا كان لدينا الكسر المستمر المنتهي مبرهنة : 2-2-4 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛  وأدخلنا الرموز التالية : <
                                  𝑞1 = 1 ,      𝑝1 = 𝑎1 

                         𝑞2 = 𝑎2,     𝑝2 = 𝑎1𝑎2 + 1 
               𝑞3 = 𝑎3𝑞2 + 𝑞1,   𝑝3 = 𝑎3𝑝2 + 𝑝1 

                        …….                            .…. 

        𝑞𝑖 = 𝑎𝑖𝑞𝑖−1 + 𝑞𝑖−2, 𝑝𝑖 = 𝑎𝑖𝑝𝑖−1 + 𝑝𝑖−2 
𝑐𝑛للكسر يساوي :   𝑐𝑛أي   nفإن التقريح من المرتبة  =

𝑝𝑛

𝑞𝑛
𝑛عندما      ≥ 1 

 نتبم طريقة الاستقراء الرياضي :   الإثبات :
 الخطوة الأساسية :  نلاحظ أن -1  

    𝑐1 =
𝑝1

𝑞1
=

𝑎1

1
        ,      𝑐2 =

𝑝2

𝑞2
=

𝑎2𝑎1+1

𝑎2
 والعلاقة صحيحة .   

      n =  kلنفترأ أن العلاقة صحيحة من أجل  -2  

𝑐𝑘أي لنفترأ أن            =
𝑝𝑘

𝑞𝑘
           

𝑐𝑘+1أي لنثبت أن :         n =  k  1+ل  ولنثبت صحتها من أج =
𝑝𝑘+1

𝑞𝑘+1
 : 

𝑐𝑘نعلم أن :                =
𝑎𝑘𝑝𝑘−1+𝑝𝑘−2

𝑎𝑘𝑞𝑘−1+𝑞𝑘−2
= 𝑎1 +

1

𝑎2+
1

𝑎3+

        .........
                +𝑎𝑘

 

 و                                
                               𝑐𝑘+1 = 𝑎1 +

1

𝑎2+
1

𝑎3+

          .................

                  +𝑎𝑘+
1

𝑎𝑘+1
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𝑎𝑘بأن الحد الأخير في الكسوووووووووووور هو     𝑐𝑘يختلف عن   𝑐𝑘+1أي أن  +
1

𝑎𝑘+1
لذا نعوأ  𝑎𝑘بدلان عن   

𝑎𝑘بو    𝑎𝑘كل  𝑐𝑘في عبارة  +
1

𝑎𝑘+1
 فنجد :  

𝑐𝑘+1 =
(𝑎𝑘 +

1
𝑎𝑘+1

) 𝑝𝑘−1 + 𝑝𝑘−2

(𝑎𝑘 +
1

𝑎𝑘+1
) 𝑞𝑘−1 + 𝑞𝑘−2

=  
{(𝑎𝑘. 𝑎𝑘+1 + 1)𝑝𝑘−1 + 𝑎𝑘+1𝑝𝑘−2} 𝑎𝑘+1⁄

{(𝑎𝑘. 𝑎𝑘+1 + 1)𝑞𝑘−1 + 𝑎𝑘+1𝑞𝑘−2} 𝑎𝑘+1⁄
 

 

                                                                                                                 
𝑐𝑘+1 =

𝑎𝑘+1(𝑎𝑘.𝑝𝑘−1+𝑝𝑘−2)+𝑝𝑘−1

𝑎𝑘+1(𝑎𝑘.𝑞𝑘−1+𝑞𝑘−2)+𝑞𝑘−1
=

𝑎𝑘+1𝑝𝑘+𝑝𝑘−1

𝑎𝑘+1𝑞𝑘+𝑞𝑘−1
=

𝑝𝑘+1

𝑞𝑘+1
                    

وبالتالي فهي    n = k + 1  فهي صحيحة من أجل  n = kأي أنه إذا كانت المبرهنة صحيحة من أجل 

 يحة الموجبةصحيحة من أجل الأعداد الصح

𝑛من أجل    مبرهنة  : 2-2-5 ≥ 𝑝𝑛𝑞𝑛−1فإن    2 − 𝑝𝑛−1𝑞𝑛 = (−1)
𝑛 . 

 بالاستقراء الرياضي :  البرهان :

𝑝2لما كان :    الخطوة الأساسية :   = 𝑎2𝑎1 + 1 ,   𝑞1 = 1, 𝑞2 = 𝑎2, 𝑝1 = 𝑎1      

       لأن : n = 2من أجل فإننا نلاحظ أن المبرهنة صحيحة 

                  𝑝2𝑞1 − 𝑝1𝑞2 = (𝑎2𝑎1 + 1)(1) − 𝑎1𝑎2 = 1 = (−1)
2 
𝑛لنفترأ أن المبرهنة صوووحيحة من أجل  خطوة الاسااتقراء : = 𝑘 ≥  = nولنثبت صوووحتها من أجل  2

k + 1  : لذا نكتح 

𝑝𝑘+1𝑞𝑘 − 𝑝𝑘𝑞𝑘+1 = (𝑎𝑘+1𝑝𝑘 + 𝑝𝑘−1)𝑞𝑘 − 𝑝𝑘(𝑎𝑘+1𝑞𝑘 + 𝑞𝑘−1) 
         = −(𝑝𝑘𝑞𝑘−1 + 𝑝𝑘−1𝑞𝑘) = −(−1)

𝑘 = (−1)𝑘+1 
𝑛أي أن  المبرهنة صحيحة من أجل   ≥ 2   . 

 أوليان نسبيان .    𝑞𝑛و    𝑝𝑛إن      نتيجة :
,𝑝𝑛)إذا كان    الإثبات : 𝑞𝑛) = 𝑑 >  𝑑|𝑞𝑛   ∧  𝑑|𝑝𝑛أي إذا كان :      1

𝑑|𝑝𝑛𝑞𝑛−1فإن                  − 𝑝𝑛−1𝑞𝑛       أي     𝑑|1   وبالتاليd = 1  

 التطابقات الخطية : سنوضح عمليان كيفية الاستفادة من الكسور البسيطة في إيجاد حلول -
79𝑥  طابقلنوجد حل الت (:1تمرين ) ≡ 3(𝑚𝑜𝑑103)    المستمرة .                بطريقة الكسور 
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 إن إيجاد حلول التطابق يكافىء البحث عن حلول معادلة ديوفانتس التالية :  
                                    79𝑥 + 103𝑦 = 3  

79𝑥لذا نبحث أولان عن حل المعادلة   + 103𝑦 = 79فنكتح الكسوور       1

103
على شووكل كسوور بسوويلا   

  مستمر :
                                                                                                                                               

79

103
= 0 +

1

1+
24

79

 = 0 +
1

1+
1

3+
7
24

= 0 +
1

1+
1

3+
1
24
7

= 0 +
1

1+
1

3+
1

3+
1

2+
1
3

   

                 

  أي أن    
79

103
=< 0,1,3,3,2,3 > 

𝑎1                 و = 0, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 3, 𝑎4 = 3, 𝑎5 = 2, 𝑎6 = 3 
                   𝑝1 = 0, 𝑝2 = 1, 𝑞1 = 1, 𝑞2 = 1 

𝑐1          و  =
𝑝1

𝑝2
= 0 , 𝑐2 =

𝑝2

𝑞2
= 1 

    𝑐3 =
𝑎3𝑝2+𝑝1

𝑎3𝑞2+𝑞1
=

3

4
=

𝑝3

𝑞3
,    𝑐4 =

𝑎4𝑝3+𝑝2

𝑎4𝑞3+𝑞2
=

10

13
=

𝑝4

𝑞4
 

   𝑐5 =
𝑎5𝑝4+𝑝3

𝑎5𝑞4+𝑞3
=

23

30
=

𝑝5

𝑞5
,   𝑐6 =

𝑎6𝑝5+𝑝4

𝑎6𝑞5+𝑞4
=

79

103
=

𝑝6

𝑞6
 

 نطبق المبرهنة الثانية فنجد : 
                                 𝑝6𝑞5 − 𝑝5𝑞6 = 79 × 30 − 103 × 23 = 1  

(90)79    أي          + 103(−69) = 3 ⇒ 𝑥0 = 90, 𝑦0 = −69 
𝑥   :         هووالحل الكامل للتطابق  = 𝑥0 + 103𝑡 = 90 + 103𝑡 

𝑥                        أي :                           ≡ 90(𝑚𝑜𝑑103) . 
 

187𝑥لنوجد حل التطابق :      ( :2تمرين ) ≡ 2(𝑚𝑜𝑑503) 
187نوجد الكسر البسيلا المستمر للكسر 

503
187     فنجد :   

503
=< 0,2,1,2,4,2,6 >    

 المتتالية :  نوجد التقريبات 
                𝑐3 =

1

3
𝑐4 =

3

8
            𝑐1 =

0

1
= 0,        𝑐2 =

1

2
 

               𝑐5 =
13

35
=

𝑝5

𝑞5
,     𝑐6 =

29

78
=

𝑝6

𝑞6
 ,    𝑐7 =

187

503
=

𝑝7

𝑞7
 

𝑝7𝑞6                   وبالتالي − 𝑝6𝑞7 = (−1)7 ⇒ 187(78) − 503(29) = −1 
(156−)187أي               + 503(58) = 2 

𝑥       والحل المطلوب هو :   ≡ −156(𝑚𝑜𝑑503) ≡ 347(𝑚𝑜𝑑503) 
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 النظير الضربي   2-2-6
.𝑎إذا كان    mبالمقاس     aهو النظير الضربي للعدد الصحيح   ∗𝑎نقول إن   تعريف : 𝑎∗ ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

نظير  د إذ مثلان لا يوج  mظير ضووووووربي بالمقاس  نلاحظ أنه ليس بالضوووووورورة أن يوجد لكل عدد صووووووحيح ن
2𝑥لأن التطوووووووابق    4 سبوووووووالمقوووووووا  2ضووووووووووووووربي للعووووووودد  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4)                ليس لوووووووه حووووووول لأن

2 ∤ (2,4)    و   1 =  يان .نظير ضربي لأي عدد زوجي إذا كان المقاس زوج د وبشكل عام لا يوج    2
(𝑎,𝑚)إذا وفقلا إذا كان    mنظير ضربي بالمقاس   aيكون للعدد مبرهنة :    2-2-7 = 1. 

𝑎𝑥والكافي كي يكون للتطابق   مفي الح يقة نعلم أن الشوووووووووووور  اللاز    الإثبات : ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)  حل هو
 أي     d =1ما  قاسوما للواحد وهذا لا يصوح إلا عند   a , mالقاسوم المشوترك الأعظم للعددين   dأن يكون  

(𝑎,𝑚) = 1. 
 : 25بالمقاس   17عين النظير الضربي  للعدد    ( :1تمرين )
17𝑥لنوجد حل التطابق      الحل :        ≡ 1𝑚𝑜𝑑25   فنجد 

1 = 17(3) + 25(−2) ⇒ 17 × 3 ≡ 1𝑚𝑜𝑑25 
 هو النظير الضربي المطلوب . 3والعدد 

 : 55  بالمقاس 71أوجد النظير الضربي  للعدد   ( :2تمرين )  
71𝑥الحل : لنوجد حل التطابق    ≡ 1(𝑚𝑜𝑑55)  : بطريقة الكسور البسيطة المستمرة فنكتح 

          =< 1,3,2,3,2 > 71

55
= 1 +

1

3+
1

2+
1

3+
1
2

 

 فنجد :  𝑐𝑘ونحسح 

𝑐1 = 1, 𝑐2 =
4

3
, 𝑐3 =

9

7
, 𝑐4 =

31

24
=
𝑝4
𝑞4
, 𝑐5 =

71

55
=
𝑝5
𝑞5

 

(24)71ومنه        − 55(31) = −1 ⇒ 71(−24) + 55(31) = 1 
∗71أي :     24-هو    55بالمقاس    71والنظير للعدد  ≡ −24(𝑚𝑜𝑑55) 

 حل جملة تطابقات خطية :  2-2-8
𝑏𝑖𝑥تكتح جملة التطابقات الخطية على النحو :                 ≡ 𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖) 

 ان .هو حل مشترك لجملة التطابقات إذا حقق جميم هذه التطابقات  مع xالصحيح نقول إن العدد   
 ونلاحظ ما يلي : 

 إذا لم يكن لأحد التطابقات ي حل فليس لجملة التطابقات حل .  -1
 إذا كان لكل من التطابقات حل فليس بالضرورة أن يكون لجملة التطابقات حل مشترك . -2
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 على سبيل المثال : 
3𝑥لتطابقين   من اإن لكل   ≡ 2(𝑚𝑜𝑑4)      9و𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑12)     حل ي 

𝑥ونلاحظ أن  ≡ 2(𝑚𝑜𝑑4)  يحقق التطوابق الأول ولا يحقق التطوابق الثواني كموا أن𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4) 
3𝑥يحقق التطابق الثاني  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) . ولا يحقق التطابق الأول وليس للتطابقين حل مشترك 

 ( The Chinese remainder theorem )الصينية : مبرهنة الباقي   2-9 -2
وسويلة لحل مسوألة إيجاد عدد صوحيح علمت بواقي قسومته على عدة أعداد معلومة وظهرت هذه   هي      

المسووألة عند علماء الصووين في الألف الأول قبل الميلاد كما وجدت في أعمال بعض اليونانيين من حوالي 
 و : قبل الميلاد ونص المبرهنة ه  100

𝑚1إذا كانت المقاسات    المبرهنة : , 𝑚2, . . . . , 𝑚𝑘 أولية نسبيان مثنى مثنى فإنه 
 يوجد لجملة التطابقات الخطية :             

𝑥 ≡ 𝑎1(𝑚𝑜𝑑𝑚1) 
𝑥 ≡ 𝑎2(𝑚𝑜𝑑𝑚2) 

……………… 

𝑥 ≡ 𝑎𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑘) 
.𝑚1    حل وحيد بالمقاس                        𝑚2. . . . . . 𝑚𝑘m =   

𝑀𝑖نكتح              البرهان : =
𝑚

𝑚𝑖
, 𝑖 = 1,2, . . . . . , 𝑘 

𝑀𝑖)إن  ,𝑚𝑖) = 𝑀𝑖𝑚𝑖لوذا يوجود للتطوابق     1
/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖)  حول من أجول𝑖 = 1,2, . . . , 𝑘  .

𝑚𝑖نسميه 𝑚𝑖نظير ضربي بالمقاس  𝑀𝑖أي يوجد للعدد 
/ . 

 على النحو :    xلنكتح العدد 
                       𝑥 = 𝑚1

/
𝑀1𝑎1 +𝑚2

/
𝑀2𝑎2+. . . . . . . . +𝑚𝑘

/
𝑀𝑘𝑎𝑘 

𝑖عندما    𝑚𝑖|𝑀𝑗هو حل لكل من التطابقات في الجملة المدروسووووووووووووووة لأن     xإن العدد   ≠ 𝑗    أي أن
𝑀𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖)   من أجل كل𝑖 ≠ 𝑗    : وبالتالي نجد 

𝑥 = 𝑚𝑖
/
𝑀𝑖𝑎𝑖 ≡ 𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖),      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 

 بالتالي هو حل مشترك لجملة التطابقات .  xو
حلان مختلفوان لجملوة التطوابقوات   xو  /𝑥لوذا نفترأ أن  mهو الحول الوحيود بوالمقواس  xلنثبوت الآن أن 

 أي أن :
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𝑥 ≡ 𝑥 
/ ≡ 𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑖)  من أجل كلi     1      ي ≤ 𝑖 ≤ 𝑘: أي أن 𝑚𝑖|𝑥 − 𝑥

 mولما كان   /
𝑚|𝑥 فإن   𝑚𝑖اد هو المضاعف المشترك الأصغر لدعد  − 𝑥/    و𝑥 = 𝑥 

/(𝑚𝑜𝑑𝑚). 
 3يسوووواوي    5ته على  وباقي قسووووم 2يسوووواوي    6أوجد أصووووغر عدد صووووحيح باقي قسوووومته على   ( :1مثال )

 . 7يساوي  11وباقي قسمته على 
 إن العدد المطلوب هو الحل المشترك للتطابقات :    الحل:

𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑6 
𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑5) 
𝑥 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑11) 

 أولية نسبيان فيما بينها مثنى مثنى ولجملة التطابقات حل وحيد . 11 , 5 , 6نلاحظ أن المقاسات  
 نكتح 

𝑚 = (6)(5)(11) = 330 ⇒ 𝑀1 = (5)(11),𝑀2 = (6)(11),𝑀3 = (6)(5) = 30 
,𝑀1نوجد النظائر الضربية لو     𝑀2, 𝑀3   . بحل التطابقات 

55𝑚1
/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑6),    66𝑚2

/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑5), 30𝑚3

/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑11) 

𝑚1
/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑6), 𝑚2

/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑5), 𝑚3

/
≡ −4(𝑚𝑜𝑑11) 

 لحل المشترك لجملة التطابقات هو : وا
   𝑥 ≡ 1(55)(2) + 1(66)(3) + (−4)(30)(7)(𝑚𝑜𝑑330)  

                         𝑥 ≡ 128(𝑚𝑜𝑑330) 
19𝑥أوجد حل التطابق  ( :2مثال ) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑140)  الصينية : مبرهنة الباقي مباستخدا 
𝑥لما كان   الحل: = 140 =  كافىء جملة التطابقات :فإن التطابق المعطي ي (7)(5)(4)

                                                    19𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) 
                                                    19𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑5) 
                                                    19𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) 

 ولية نسبيان مثنى مثنى ولهذه الجملة حل ايجاده نكتح :أ  4 , 5 , 7والمقاسات        
                                   𝑀3 = 20,𝑀2 = 28,𝑀1 = 35   

 وحلول التطابقات :
    35𝑚1

/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) ⇒ 𝑚1

/
= −1 

28𝑚2
/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑5) ⇒ 𝑚2

/
= 2 

20𝑚3
/
≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) ⇒ 𝑚3

/
= −1 

 : والحل المشترك
    𝑥 ≡ (35)(−1)(3) + (28)(2)(4) + (20)(−1)(3) ≡ 59(𝑚𝑜𝑑140) 

 وهو حل التطابق المطلوب .
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 المطلوب إيجاد الحل المشترك لجملة التطابقات التالية :   ( :3مثال )

                                                 𝑥 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑24)                                                    
                                                 𝑥 ≡ 50(𝑚𝑜𝑑88) 
                                                 𝑥 ≡ 28(𝑚𝑜𝑑99)   

 نلاحظ أن المقاسات غير أولية نسبيان ونلاحظ أن :   الحل :
                      24 = 88ي   (8)(3) = 99ي   (11)(8) = (9)(11)  

(88,99)أي                  = 11, (24,99) = 3, (24,88) = 8              
𝑥إن حل التطابق الأول يكافىء حل جملة التطابقين       ≡ 10(𝑚𝑜𝑑3)    (1) 
                                                       𝑥 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑8)    (2) 

𝑥ابقين التط كما أن حل التطابق الثاني يكافىء حل جملة ≡ 50(𝑚𝑜𝑑8)    (3) 
                                                     𝑥 ≡ 50(𝑚𝑜𝑑11)    (4) 

𝑥و حل التطابق الثالث يكافىء حل جملة التطابقين       ≡ 28(𝑚𝑜𝑑9)    (5) 
                                                     𝑥 ≡ 28(𝑚𝑜𝑑11)    (6) 

 جملة التطابقات الأولى يكافىء حل جملة التطابقات الست الأخيرة ولكن نلاحظ :وحل 
2أن        ≡ 10 ≡ 50(𝑚𝑜𝑑8)    (3)هو ذات التطابق   (2)  أي أن التطابق   

6وأن      ≡ 50 ≡ 28(𝑚𝑜𝑑11)     (6)هو ذات التطابق     (4)أي أن التطابق 

1كموا نلاحظ أن  ≡ 10 ≡ 28(𝑚𝑜𝑑9)  9|3لأن  (1)يحقق التطوابق    (5)حول للتطوابق .    وكول 
 أي أن إيجاد حل جملة التطابقات المعطاة يؤول إلى إيجاد حل جملة التطابقات الثلاث :

                                                                   𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑8) 
                                                𝑥 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑11)        

                                                  𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑9) 
 أولية نسبيان مثنى مثنى لذا يمكن إيجاد الحل الوحيد لجملة التطابقات فنجد  :     11 , 9 , 8نلاحظ الآن أن

         𝑀1 = 99,𝑀2 = 72,𝑀3 = 88    ,    𝑚 = (8)(11)(9) = 792 
𝑚1     ومنه    

/
≡ 3(𝑚𝑜𝑑8),    𝑚2

/
≡ 2(𝑚𝑜𝑑11),    𝑚3

/
≡ 4(𝑚𝑜𝑑9) 

 والحل المشترك المطلوب :
         𝑥 ≡ (3)(99)(2) + (2)(72)(6) + (4)(88)(1) ≡ 1810(𝑚𝑜𝑑792) 

                                                     𝑥 ≡ 226(𝑚𝑜𝑑792) 
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 التالية دون برهان وأخيران سنورد المبرهنة 
 يوجد لجملة التطابقات :    مبرهنة :

𝑥 ≡ 𝑎1(𝑚𝑜𝑑𝑚1) 
𝑥 ≡ 𝑎2(𝑚𝑜𝑑𝑚2) 

……………                                                                                                                       
𝑥 ≡ 𝑎𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑘) 

𝑎𝑖شترك إذا وفقلا إذا كان : حل م ≡ 𝑎𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑑𝑖𝑗)    : حيث𝑑𝑖𝑗 = (𝑚𝑖 ,𝑚𝑗)     
𝑖و                < 𝑗  و  𝑗 = 1,2, . . . . . . . , 𝑘, 𝑖 = 1,2, . . . . . . . , 𝑘   

𝑎𝑖:وتسمى جملة التطابقات التي تحقق الشر   ≡ 𝑎𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑑𝑖𝑗)  جملة منسجمة  .   
   )) Fermat's theorem  ((مبرهنة فيرما الصغرى :    2-2-10

أول إثبات   و   1640.هذه المبرهنة عام  ))  Fermat  Pierre de  (((1665-1601) لقد وضوووووووووم فيرما
 لها تم من قبل اولر بعد مئة عام .

𝑝عددان أوليان و   pإذا كان    نص المبرهنة : ∤ 𝑎 فإن   𝑎𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)  .  

𝐴1التالية : aلنكتحِ مضاعفات العدد الصحيح  البرهان : = {1𝑎, 2𝑎, 3𝑎, . . . . , (𝑝 − 1)𝑎} 
 ي   pنلاحظ أن هذه الأعداد غير متطابقة فيما بينها بالمقاس   

1 إذ لو كوووان :  ≤ 𝑟 < 𝑠 ≤ 𝑝 − 1  ,   𝑟𝑎 ≡ 𝑠𝑎( 𝑚𝑜𝑑𝑝)     لاسووووووووووووووتطعنوووا اختصوووووووووووووووووارa   لأن
(𝑎, 𝑝) = 𝑟      ممووا يؤدي إلى العلاقووة 1 ≡ 𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑝)     وهووذا مسووووووووووووووتحيوول ي كمووا أن عنوواصوووووووووووووور

 pيطابق بالمقاس   𝐴1لذا فإن كل عنصوووووووووور من عناصوووووووووور المجموعة    pأولية نسووووووووووبيان مم  𝐴1المجموعة 
= 𝐴عنصوووووران واحدان من عناصووووور المجموعة :  {1,2,3, . . . . , 𝑝 − مما يدل على أن جداء عناصووووور  {1

𝐴1  يساوي جداء عناصر المجموعةA الذي يعطي :  الأمر 
𝑎. 2𝑎. 3𝑎. . . . . . (𝑝 − 1)𝑎 ≡ 1.2.3. . . . . . (𝑝 − 1)(𝑚𝑜𝑑𝑝) 

,1,2لا يقسووووم أيان من الأعداد   pولما كان العدد الأولي  . . . . . . , (𝑝 − جداءها لذا يمكن   مفهو لا يقسوووو  (1
𝑝)اختصار  − 𝑎𝑝−1 من الطرفين لنحصل على :  !(1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝) 

 ة السابقة كما يلي :يمكن صياغة المبرهن   ( :1نتيجة ) -
𝑎𝑝  عددان أوليان فإن pإذا كان         ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝)    من أجل أي عدد صحيحa . 

𝑝إذا كان  الإثبات : ∤ 𝑎  فإن(𝑝, 𝑎) =  لنحصل  aونختصر الطرفين على  1
𝑎𝑝−1على            ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)   . والعلاقة صحيحة 
𝑎𝑝فإن  𝑝|𝑎ان أما إذا ك           ≡ 0 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝)  . والعلاقة صحيحة 
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 إن لمبرهنة فيرما هذه تطبيقات شتى وتعد أساسان لكثير من بحوث نظرية الأعداد .  ملاحظة : -
538أثبت أن :      تمرين : ≡ 4(𝑚𝑜𝑑11)    
38لدينا :     الحل:   = 10(3) + 20(4) ⇒ 538 = (510)3(52)4 

52ولدينا :       ≡ 25 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑11)              و⇐ 510 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑11) 
538 ≡ (1)3(3)4 ≡ 81(𝑚𝑜𝑑11) ≡ 4(𝑚𝑜𝑑11) 

 عددين أوليين مختلفين وكان :   q , pإذا كان   ( :2نتيجة ) -
            𝑎𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)  و𝑎𝑞 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝)  و(𝑎, 𝑝𝑞) =  فإن :   1

                                    𝑎𝑝𝑞 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑞) 
𝑝(𝑎𝑞)حسح مبرهنة فيرما نكتح : البرهان :   ≡ 𝑎𝑞(𝑚𝑜𝑑𝑝) 

𝑎𝑞ولما كان     ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝)       فإن(𝑎𝑞)𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝) 
𝑞(𝑎𝑝)وبشكل مشابه نجد أن  ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞) : أي أن 

𝑝|𝑎𝑝𝑞 − 𝑎       و𝑝|𝑎𝑝𝑞 − 𝑎      و(𝑝, 𝑞) = 𝑝𝑞|𝑎𝑝𝑞ومنووووه ينتج أن    1 − 𝑎         أي
𝑎𝑝𝑞 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑞) . 

2340أثبت أن      تمرين : ≡ 1(𝑚𝑜𝑑341)  
341لنثبت صحة هذه العلاقة بطريقتين بعد ملاحظة أن  = (31)(11)      

(2,11)بما أن  طريقة أولى : = 210فحسح فيرما نكتح  1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑11)  

 وحسح خواص التطابقات نجد:                 
                231 ≡ 230. 2 ≡ (210)3. 2 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑11) 

210ومن جهة أخرى لدينا :                ≡ (25)2 ≡ (1)2(𝑚𝑜𝑑31) 
211أي أن :                                          ≡ 2(𝑚𝑜𝑑31) 

   السابقة نجد أن : 2فحسح النتيجة )
                                            231×11 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑31 × 11) 

210كتبنا حسح فيرما   طريقة ثانية : ≡ 1(𝑚𝑜𝑑11)   ويمكن أن نكتح 
              2340 ≡ (210)34 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑11) ⇒ 11|2340 − 1  

(31,2)ولدينا أن  = 230ا نكتح حسح فيرما :      لذ   1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑31) 
 :  وحسح خواص التطابقات نكتح 

             2340 ≡ (230)11. 210 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑31) ⇒ 31|2340 − 1 

(31,11)ولما كان  = 341     فإن      1 = (31)(11)|2340 −  وهو المطلوب .  1
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أولي مما يدل   غير  341 أن مبرهنة فيرما محققة من أجل العدد نلاحظ من التمرين السابق    ملاحظة :  -
𝑎𝑛عكس مبرهنة فيرما غير صووووحيح . أي إذا كان   ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑛)   فليس بالضوووورورة أن يكون العددn 

 أوليان .
 التي تحقق العلاقة    n  تسمى الأعداد الصحيحة غير الأولية  تعريف : -

             2𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑𝑛)   أشباه الأوليات( Pseudoprimes )  . 
 . 561ويليه العدد    341وقد أثبت أنه يوجد عدد غير منته منها . وأصغر هذه الأعداد هو العدد   

,𝑎)إذا كان    ( :1تمرين ) 35) = 𝑎12    أثبت أن   1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑35)  
 لدينا  الحل :
       (𝑎, 7) = 1, (𝑎, 5) = 1 ⇐ (𝑎, 35) = 1,35 = (5)(7) 

𝑎12بق مبرهنة فيرما فنجد   نط ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) ⇐ 𝑎6 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) 
𝑎12|7أي     −  ومن جهة أخرى :     1

5|𝑎12 − 1 ⇐ 𝑎12 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑5) ⇐ 𝑎4 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑5) 
(5,7)ولما كان     = 5.7فإن          1 = 35|𝑎12 − 1 

.𝑎)إذا كان    ( :2تمرين ) 𝑏, 42) = 𝑎6أثبت أن   1 − 𝑏6 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑168)    
 لدينا   الحل :

(𝑎, 3) = 1, (𝑎, 7) = 1, (𝑎, 8) = 1 ⇐ (𝑎. 𝑏, 42) = 1,168 =  لوووووووووووووكوكوووووووووووووذ  (8)(7)(3)
(𝑏, 3) = 1, (𝑏, 7) = 1, (𝑏, 8) =  نطبق مبرهنة فيرما فنجد :     1

𝑎6 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7), 𝑏6 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7), 𝑎2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3) ⇒ 𝑎6 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3) 
𝑏2وَ   ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3) ⇒ 𝑏6 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3)      ولما كانb , a     فرديان لأن(𝑎. 𝑏, 8) = يمكن  1

⇐أن تكتح  𝑏2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑8), 𝑎2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑8) 
𝑏12 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑8), 𝑎12 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑8) يقسووووووووووووووم   7 , 8 , 3 .  أي أن كول من𝑎6 − 𝑏6   ولموا كوان

(3,7,8) = 𝑎6|168ينتج        1 − 𝑏6  . 

 )  ( Wilson's theorem مبرهنة ويلسون :    2-11 -2

𝑝|(𝑝عددان أوليان فإن   pإذا كان     − 1)! + 𝑝)أو 1 − 1)! ≡ −1(𝑚𝑜𝑑𝑝) 
1|2فإن      p = 2  نلاحظ أنه إذا كان    البرهان : +  والعلاقة محققة    1

2|3فإن      p = 3  إذا كان    +  والعلاقة محققة .   1
   P > 3   العلاقة من أجللنثبت صحة 
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𝐴هو أحوووود عنوووواصوووووووووووووور المجموعووووة  aعوووودد ليكن ال = {2,3, . . . . . . , (𝑝 − ي من الواضووووووووووووووح أن  {(2
(𝑎, 𝑝) = ∗𝑎𝑎يحقق العلاقة :   pنظير ضربي واحد بالمقاس    aأي أن لكل عنصر   1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)   

p  :𝐴1  وينتمي إلى مجموعة البواقي التامة للعدد  = {0,1,2, . . . . . . , (𝑝 − 1)}   . 
∗𝑎ولكن من الواضح أن   ≢ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝)    كما أن .𝑎∗ ≢± 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)  لأنه لو كان 

 𝑎∗ ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑𝑝)    لنتج أن𝑎 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑𝑝)     وهذا غير ممكن لأن𝑎 ∈ 𝐴  1وكلا العددين  
1−و   ≡ 𝑝 − 1(𝑚𝑜𝑑𝑝) نتميان إلى  لا يA   ي مما يبين أن𝑎∗    ينتمي إلى المجموعةA   ومن جهة .

𝑎أخرى فإن   ≢ 𝑎∗(𝑚𝑜𝑑𝑝)   لأن هذا يقتضي أن يكون𝑎. 𝑎∗ ≡ 𝑎2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)     الأمر الذي
𝑎2يقود إلى العلاقة  − 1 ≡ (𝑎 − 1)(𝑎 + 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝)    التي تعطي𝑎 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑𝑝) 

 ي    aويختلف عن     Aهو أحد عناصر  ∗𝑎وهذا مستحيل كما ذكرنا  . أي أن 
يوهو عدد زوجي ي يمكن أن تصنف مثنى بو   - p-3والتي عددها    -A  وبالتالي فإن عناصر المجموعة 

𝑝−3

2
 أي أن :  pزوجان ي  جداء كل ثنائي منها يطابق الواحد بالمقاس   

2 . 3. . . . . . ( 𝑝 –  2 )  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)    
 نجد :    p -1وبضرب طرفي التطابق بو 

1 . 2 . 3. . . . . . ( 𝑝 –  2 ) ( 𝑝 − 1) ≡ (𝑝 − 1)!  ≡ (𝑝 − 1)(𝑚𝑜𝑑𝑝) 
𝑝)أي                           − 1)! ≡ −1(𝑚𝑜𝑑𝑝) 

 عكس مبرهنة ويلسون :  2-12 -2
𝒏إذا كان           ≥ 𝑛)و  𝟐 − 1)! ≡ −1(𝑚𝑜𝑑𝑛)   فإنn . عدد أولي 
1حيث :   dأوليان فله قاسم    nإذا لم يكن     البرهان : < 𝑑 < 𝑛   أي 

     1 < 𝑑 ≤ 𝑛 − 𝑛)هو أحد عوامل   dأي أن  1 − 𝑑|(𝑛      و  !(1 − 1)!  (1   
𝑝|(𝑝و      𝑑|𝑛 ومن جهة أخرى فإن   − 1)! + 1     ⇐  𝑑|(𝑛 − 1)! + 1     (2     

 عدد أولي . nمما يدل على أن    d  = 1    أي   𝑑|1      ينتج أن 2   و)1ومن العلاقتين )
  يمكن صياغة مبرهنة ويلسون وعكسها معان على النحو :ملاحظة :   -

𝑛)كان    أوليان إذا  n > 1يكون العدد الصحيح        − 1)! ≡ −1(𝑚𝑜𝑑𝑛).  
𝑛)ولكن من سوووووء الحظ أن هذا المعيار لدعداد الأولية معيار نظري بسووووبح سوووورعة تزايد   − عندما   !(1

 كبيران .  nيكون 
!18أثبت أن        ( :1تمرين ) ≡ −1(𝑚𝑜𝑑437) . 
437لدينا   الحل : = 19 ×  مبرهنة ويلسون نكتح :  وحسح    23
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18! ≡ −1𝑚𝑜𝑑(19),22! = −1(𝑚𝑜𝑑23) 
!22                  ولكن              = 18! (19)(20)(21)(22)     

!22أي   :                ≡ 18! (−4)(−3)(−2)(−1)(𝑚𝑜𝑑23) 
!18أو                ≡ −1(𝑚𝑜𝑑23) 

!18|19مما سبق يمكن أن تكتح :      + !18|23 و           1 + 1 
⇐و            (19,23) = 1(23)(19) = 437|18! + 1 

(!125)7يقسم        127أثبت أن  العدد      ( :2تمرين ) + 5! 
!126عدد أولي فحسح ويلسون نكتح  127بما أن   الحل : ≡ −1(𝑚𝑜𝑑127). 
 ولدينا     

 126! ≡ 125! 126و  (126) ≡ −1(𝑚𝑜𝑑127)   125أي! ≡ 1(𝑚𝑜𝑑127)             
 نه :وم

         (125!)7 + 5! ≡ 127 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑127)        . وهو المطلوب 
 

 ولنعرف   p =13  لنوضح مبرهنة ويلسون بالمثال التالي : ليكن ( :3تمرين )
𝐴المجموعة        = {2,3,4, . . . .  وفق ثنائيات عددها  Aولنرتح عناصر    {11,
     13−3

2
=  فنجد :  5

(2)(7) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13)   (9)(3)ي ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13)   (10)(4)ي ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13) 
(5)(8) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13)       (11)(6)ي ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13) 
                                                                               وبالتالي فإن :              

11! = (2 × 7)(3 × 9)(4 × 10)(5 × 8)(6 × 11) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13) 
!12و                   ≡ 12 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑13)              

 يمكن التعبير عن مبرهنة ويلسون أيضان كما يلي :  ملاحظة : -
         (𝑝 − 1)! ≡ 𝑝 − 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)          أو(𝑝 − 2)! ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝)  

 عدد أولي . pحيث 
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 تمارين 
 

𝑎2أعلا مثالان يبين أنه إذا كان   -1 ≡ 𝑏2(𝑚𝑜𝑑𝑛)   فليس من الضروري أن 
𝑎يكون        ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑛) . 

𝑎𝑘أعلا مثالان يبين أنه إذا كان   -2 ≡ 𝑏𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑛)   و𝑘 ≡ 𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑛) فليس 
𝑎𝑗من الضروري أن يكون        ≡ 𝑏𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑛) . 

,𝑎)أثبووت أنووه إذا كووان  -3 𝑛) = ,𝑐فووإن الأعووداد  1 𝑐 + 𝑎, 𝑐 + 2𝑎, . . . . . , 𝑐 + (𝑛 − 1)𝑎  تؤلف
𝑐مهما تكن  nتامة بالمقاس  مجموعة بواقي ∈ 𝛧 . 

𝑎2عددان صحيحان فرديان فإن  aأثبت بطريقة الاستقراء أنه إذا كان   -4
𝑛
≡ 1(𝑚𝑜𝑑2𝑛+2) 

5𝑛6|72فبرهن أن   3عددان صحيحان فرديان لا يقبل القسمة على  nإذا كان   -5 + 3𝑛4 − 3𝑛2 − 5 
كان  :   7 , 5 , 3 , 2: أي من الأعداد  لا يقبل القسووووومة على  aأثبت أنه إذا كان العدد الصوووووحيح    -6

840|𝑎12 − 1 . 
,𝑎)إذا كان   -7 35) = 𝑛12أثبت أن   1 ≡ (𝑚𝑜𝑑35) . 
,𝑘)عددان صحيحان فرديان و kأثبت أنه إذا كان   -8 3) = 𝑘2  فإن 1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑24) 
 7على العدد   4165و        250أوجد باقي قسمة الأعداد   -9
15أوجد باقي قسمة المجموع     -10 + 25 + 35+. . . . . +995 +  . 4على العدد   1005
,𝑛)إذا كان   -11 30) = 𝑛4يقسم     240أثبت أن    1 + 239 . 
,𝑛)إذا كان   -12 42) = 𝑛6    يقسم     504أثبت أن    1 − 1 . 

 . 1يساوي  257ي على  الأول     ! 255أثبت أن باقي قسمة  -13
 أوجد الكسور البسيطة المستمرة من أجل كل من الكسور التالية :  –14

119

32
,
118

303
,−
503

187
, −
125

198
 

>أوجد الكسر المقابل لو           –15 3,1,1,4,1,3 >  
 أوجد الحل الكامل لكل من :   -16

187𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑503)           18ي𝑥 ≡ 30(𝑚𝑜𝑑42) 
79𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑153)           9ي𝑥 ≡ 21(𝑚𝑜𝑑30) 
182𝑥 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑203)          17ي𝑥 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑276) 
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                140𝑥 ≡ 133(𝑚𝑜𝑑301)            4ي𝑥 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑51) 
 3يسواوي    12قسومته على   وباقي  5يسواوي    13أوجد أصوغر عدد صوحيح موجح باقي قسومته على    -17

 .  2ساوي ي 35وباقي قسمته على 
 أوجد الحل المشترك لكل من جمل التطابقات التالية :  -18

a    𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6)    ي 𝑥 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑25)   ي    𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) 

b  𝑥 ≡ −2(𝑚𝑜𝑑11)   ي  𝑥 ≡ 13(𝑚𝑜𝑑28)  ي    𝑥 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑45) 

c                    5𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑13)         ي         𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑35) 

                     3𝑥 ≡ 13(𝑚𝑜𝑑77)            ي           𝑥 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑20) 

d                     17𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑7)        17           ي𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑5)   

                               17𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑2)       17            ي𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑3) 

𝑎أوجد أصغر عدد صحيح   -19 >   تحقق العلاقات :بحيث ت 2

6|𝑎 + 4    ,     5|𝑎 + 3     ,    4|𝑎 + 2        ,    3|𝑎 + 1    2|𝑎 
 . 29على       (!26)2أوجد باقي قسمة        -20
.𝑎بحيث    ( a , b )وفق ثنائيات    21 , ....., 4 , 3 , 2رتح الأعداد   -21 𝑏 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑23) . 
!18أثبت أن             -22 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑437) . 
 عددان أوليان أثبت أن : pإذا كان   -23

               𝑝|𝑎
𝑝
+ (𝑝 − 1)! 𝑎               و𝑝|(𝑝 − 1)! 𝑎𝑝 + 𝑎   

 بحيث يكون :  xوجد العدد الصحيح أ -24
             52|𝑥 + 2     ,          42|𝑥 + 1       ,       32|𝑥  
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 لثالثالفصل ا
 وبعض الدوال الخاصة الدوال العددية

 
 الدوال العددية وبعض الدوال الخاصة في نظرية الأعداد  3- 2
   )) arithmetic functions ((تعريف :  الدوال العددية أو الدوال الحسابية  2-3-1

عظمى في نظرية هي الدوال التي مجال تعريفها الأعداد الصوووووووووحيحة الموجبة ي ولهذه الدوال أهمية         
 الأعداد وسندرس في هذا الفصل عددان من هذه الدوال التي قيمها أعداد صحيحة وندرس خواصها .

 : الشرطين حققت    اذ دالة ضربية إ  f ( n ) نقول إن الدالة العددية الدالة العددية الضربية :  2-3-2
          1-  f ( n )  غير صفرية 

           2- (𝑎, 𝑏) = ,𝑎∀     و   1 𝑏 ∈ 𝛧+  فإن 𝑓(𝑎. 𝑏) = 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) . 

,𝑎)ضربية تمامان إذا حققت الشرو  السابقة دون الشر      f ( n ) ونقول إن الدالة 𝑏) = 1 . 
𝑓𝛼(𝑛)الدالة    مثال :   = 𝑛

𝛼  حيث (𝛼, 𝑛 ∈ 𝛧+: ضربية تمامان ي لأن .   
1-  ≠ 0 f ( n )      مهما تكن𝑛 > 0 .   
,𝑛1إذا كان -2 𝑛2 ∈ 𝛧

.𝑓𝛼(𝑛1 فإن + 𝑛2) = (𝑛1. 𝑛2)
𝛼 = 𝑛1

𝛼 . 𝑛2
𝛼 = 𝑓𝛼(𝑛1). 𝑓𝛼(𝑛2). 

     f ( 1) = 1 دالة ضربية فإن   f ( n )إذا كانت مبرهنة :     2-3-3
 .  يكون  بحيوث   n  يوجود عودد ضووووووووووووووربيوة فوإنهوا غير صووووووووووووووفريوة أي    f ( n )بموا أن الودالوة   البرهاان :

 𝑓(𝑛) ≠ ,𝑛)ولما كان     0 1) = ⇐و     1 𝑓(𝑛. 1) = 𝑓(𝑛). 𝑓(1)     𝑓 ( 1) = 1  
 يمكن أن نعرف الدالة العددية الضربية بأنها الدالة العددية التي تحقق الشرطين :تعريف :    -

            1-      f ( 1) = 1          
            2- 𝑓(𝑎. 𝑏) = 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏)   حيث 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛧+, (𝑎, 𝑏) = 1. 

,𝑛1 دالة عددية ضوربية وكانت الأعداد     f ( n )إذا كانت الدالة نتيجة  :    - 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘   أولية نسوبيان
.𝑓(𝑛1     مثنى مثنى ي فإن    𝑛2. . . . . 𝑛𝑟) = 𝑓(𝑛1). 𝑓(𝑛2). . . . . . . . 𝑓(𝑛𝑟) 

 نبرهن صحة هذه النتيجة بطريقة الاستقراء :  البرهان : 
,𝑛1)ننجد أ  r =2  من أجل -1    𝑛2) = .𝑓(𝑛1و  1 𝑛2) = 𝑓(𝑛1). 𝑓(𝑛2) 

    r = k + 1 ولنثبت صحتها من أجل   r = kلنفترأ أن العبارة صحيحة عندما  -2   

.𝑛1))بما أن        𝑛2. . . . . 𝑛𝑘), 𝑛𝑘+1) =  وبما أن :  1
                  𝑓(𝑛1. 𝑛2. . . . . 𝑛𝑘) = 𝑓(𝑛1). 𝑓(𝑛2). . . . . . . . 𝑓(𝑛𝑘)  
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.𝑓((𝑛1                      نجد :      𝑛2… . . 𝑛𝑘), 𝑛𝑘+1) = 𝑓(𝑛1. 𝑛2… . . 𝑛𝑘). 𝑓(𝑛𝑘+1) 

                                                      = 𝑓(𝑛1). 𝑓(𝑛2). . . . . . . . 𝑓(𝑛𝑘)  
   r >1أي العبارة صحيحة من أجل  

 هي: n دالة ضربية و كانت العبارة القانونية للعدد   fإذا كانت  نتيجة : -
       𝑛 = 𝑝1

𝛼1𝑝2
𝛼2 . . . . . 𝑝𝑘

𝛼𝑘  فإن   𝑓(𝑛) = 𝑓(𝑝1
𝛼1). 𝑓(𝑝2

𝛼2). . . . . . 𝑓(𝑝𝑘
𝛼𝑘) 

𝑝𝑖وذلك لأن       
𝛼𝑖 . أولية نسبيان فيما بينها مثنى مثنى 

∑إن العبارة   تعريف : -  𝑑|𝑛   تعني أن المجموع مأخوذ على جميم قواسم العدد n. الموجبة 
∑  مثال : 𝑓(𝑑)𝑑|15   : تعني ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|15 = 𝑓(1) + 𝑓(3) + 𝑓(5) + 𝑓(15)  

 دالتين عدديتين فإن :     g  ,  f  إذا كانت     ( :1تمهيدية )  4- 3- 2
                     ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑚

𝑒|𝑛

𝑔(𝑒) = (∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑚
 

)(∑ 𝑔(𝑒)𝑒|𝑛
 

) 

,𝑑1لنفترأ أن  البرهان :    𝑑2, . . . , 𝑑𝑠      هي جميم قواسم العددm   موجبة ال 
,𝑒1          و                  𝑒2, . . . , 𝑒𝑡       هي جميم قواسم العددn    الموجبة 
∑                      ونكتح :                  𝑓(𝑑)𝑑|𝑚

𝑒|𝑛

𝑔(𝑒) = ∑ 𝑓(𝑑𝑗)𝑗=1,...,𝑠
𝑘=1,...,𝑡

𝑔(𝑒𝑘) 

= ∑ 𝑓(𝑑𝑗)𝑔(𝑒1)
𝑠
𝑗=1 + ∑ 𝑓(𝑑𝑗)𝑔(𝑒2)

𝑠
𝑗=1 +. . . . +∑ 𝑓(𝑑𝑗)𝑔(𝑒𝑡)

𝑠
𝑗=1   

                 = (∑ 𝑓(𝑑𝑗)
𝑠
𝑗=1 )(∑ 𝑔(𝑒𝑘)

𝑡
𝑘=1 )  = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑚

 

. ∑ 𝑔(𝑒)𝑒|𝑛
 

                

 وهو المطلوب . 

,𝑚) ين صحيحين موجبين وكان عدد     n , mإذا كان   ( :2تمهيدية )  5- 3- 2 𝑛) = فإن أي  1
.حيث  𝑑2مثل     nوقاسم لو 𝑑1   مثل m يكتح بشكل وحيد كجداء قاسم لو  m. nقاسم لو   (𝑑1, 𝑑2) = 1  
  إلى عوامله الأولية ونكتح     n , mلنحلل كلان من  البرهان :

             𝑛 = 𝑞1
𝛽1𝑞2

𝛽2 . . . . . 𝑞𝑟
𝛽𝑟               و𝑚 = 𝑝1

𝛼1𝑝2
𝛼2 . . . . . 𝑝𝑠

𝛼𝑠 
𝑞𝑗نعلم أن الأوليات   ,𝑚)مختلفة   لأن     𝑝𝑖  و   𝑛) = 1 

𝑚.𝑛ونكتح :                  = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . . . 𝑝𝑠
𝛼𝑠𝑞1

𝛽1𝑞2
𝛽2 . . . . . 𝑞𝑟

𝛽𝑟 
𝑑 يكتح على النحو:    m . nإن أي قاسم لو  = 𝑝1

𝑐1𝑝2
𝑐2 . . . . 𝑝𝑠

𝑐𝑠𝑞1
𝑡1𝑞2

𝑡2 . . . . . 𝑞𝑟
𝑡𝑟 

0حيث    ≤ 𝑐𝑖 ≤ 𝛼𝑖  ,  0 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝛽𝑖   : أي يمكن أن نكتح𝑑 = 𝑑1. 𝑑2 
𝑑1حيث            = 𝑝1

𝑐1𝑝2
𝑐2 . . . . 𝑝𝑠

𝑐𝑠 , 𝑑2 = 𝑞1
𝑡1𝑞2

𝑡2. . . . . 𝑞𝑟
𝑡𝑟  

,𝑑2|𝑛إن     𝑑1|𝑚     ولايوجد أي عامل مشترك بين𝑑1 و 𝑑2   أي أن    :(𝑑1, 𝑑2) = 1. 
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 على النحو : Fلدالة العددية  دالة ضربية وإذا عرفت ا   fإذا كانت الدالة العددية    مبرهنة : 2-3-6
                   𝐹(𝑛) = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛       فإنF   . هي دالة ضربية 

,𝑚)عددان صحيحان موجبان وأن   n , mلنفترأ    البرهان : 𝑛) =  ونكتح : 1
∑ 𝑓(𝑑1𝑑2)𝑑1|𝑚

𝑑2|𝑛

 =𝐹(𝑚. 𝑛) = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑚𝑛 

:𝑑2وقاسوم لووووووووووووووو     𝑑1:𝑚يكتح بشوكل وحيد كجداء قاسوم  لووووووووووووووو   m . n  للجداء  dلأن أي قاسوم  𝑛    حيث
(𝑑1, 𝑑2) = .𝑓(𝑑1 دالة ضربية فإن   fولما كان   1 𝑑2) = 𝑓(𝑑1). 𝑓(𝑑2) 

.𝐹(𝑚نعوأ في عبارة  𝑛)  فنجد: 
))(())((

21

21 =
ndmd

dfdf∑ 𝑓(𝑑1). 𝑓(𝑑2)𝑑1|𝑚
𝑑2|𝑛

 =𝐹(𝑚. 𝑛) 

                      𝐹(𝑚. 𝑛) = 𝐹(𝑚)𝐹(𝑛) 
ي    m n = 24و   m = 8  ي     n = 3لنوضووووح المبرهنة السووووابقة بالمثال التالي : حيث نأخذ     مثال :

    {1,2,4,8}هي   mوقواسم    {1,3}   هي   n  فتكون قواسم 

𝐹(8 × 3) = ∑ 𝑓(𝑑)

𝑑|24

 

𝐹(8 × 3) = 𝑓(1) + 𝑓(2) + 𝑓(3) + 𝑓(4) + 𝑓(6) + 𝑓(8) + 𝑓(12) + 𝑓(24) 
               = [𝑓(1) + 𝑓(2) + 𝑓(4) + 𝑓(8)][𝑓(1) + 𝑓(3)] 

 المعرفة على النحو التالي : gلتكن الدالة تمرين :   

𝑔(𝑛) = {
𝑛  زوجي            0
𝑛  فردي             1

 

𝐺(𝑛)ولتكن         = ∑ 𝑔(𝑑)𝑑|𝑛 
 فإن         1= (m , n)إذا كان   و g (1 ) = 1دالتان ضربيتان : إن :   Gو  g نبرهن أ -1

      𝑔(𝑛.𝑚) = {
أحدهما زوجي       0
كلاهما   فردي       1

𝑔(𝑛.𝑚)أي                   = 𝑔(𝑛)𝑔(𝑚) 

 حسح المبرهنة السابقة .  Gدالة ضربية وكذلك  g و    
 لدينا عدد أولي فردي :  pحيث     𝐺(𝑝𝑘)أوجد قيمة   -2

        
  𝑔(1) + 𝑔(𝑝) + 𝑔(𝑝2)+. . . . . . +𝑔(𝑝𝑘) = 𝑘 + 1 𝐺(𝑝𝑘) = ∑ 𝑔(𝑑)𝑑|𝑝𝑘 = 

 لأن قوى أي عدد فردي هي أعداد فردية .     
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:𝐺(220)احسح    -3 𝐺(20) 
 𝐺(20) = ∑ 𝑔(𝑑)𝑑|20 = 𝑔(1) + 𝑔(2) + 𝑔(4) + 𝑔(5) + 𝑔(10) + 𝑔(20) = 2   
𝐺(220)وبالتالي فإن  55 , 11 , 5هي   220فردية لو إن القواسم ال  - = 3 . 
   (Floor)أو  The greatest integer function  دالة الجزء الصحيح   2-3-7

 تلعح دالة الجزء الصحيح أهمية كبرى في نظرية الأعداد لذا سنورد تعريفها وأهم خواصها فيما يلي:     
  [𝛼]وترمز   𝛼رف دالة الجزء الصحيح للعدد الح يقي عت   تعريف  : -

ليتميز عن العدد الصووووووحيح  ⌊𝛼⌋) يرمز أحيانان   𝛼بأنها أكبر عدد صووووووحيح لا تتجاوز قيمته قيمة العدد    
   . ويمكن تمثيل هذه الدالة في المستوي على النحو : ⌈𝛼⌉والذي يرمز  𝛼الذي هو أكبر مباشرة من 

 
 
 

                                                         
 

 
  1)شكل

 ينتج من تعريف هذه الدالة أن : 
                                                   [𝛼] ≤ 𝛼 < [𝛼] + 1 

 ويعبر عن هذه الدالة كما يلي : 
                                𝛼 = [𝛼] + 𝜃0 ≤ 𝜃 < 1 
 . 𝛼سري من الجزء الك  𝜃ويسمى العدد  

 أمثلة  : 
 [−√10] = −4, [2.5] = 2, [−

12

5
] = −3, [√10] = 3, [−0.5] = −1 

  خواص دالة الجزء الصحيح   2-3-8
𝑎إذا كان   ( 1 ∈ 𝛧, 𝛼 ∈ ℜ         : فإن[𝑎 + 𝛼] = 𝑎 + [𝛼] 

𝑎]لدينا :         البرهان :   + 𝛼] ≤ 𝑎 + 𝛼 < [𝑎 + 𝛼] + 1 
([𝑎 + 𝛼] − 𝑎) ≤ 𝛼 < ([𝑎 + 𝛼] − 𝑎) + 1 

[𝛼]أي أن  = [𝑎 + 𝛼] − 𝑎         : وبالتالي[𝑎 + 𝛼] = [𝛼] + 𝑎 
𝑛إذا كان     (2 ∈ 𝛧+, 𝛼 ∈ ℜ   : فإن[

[𝛼]

𝑛
] = [

𝛼

𝑛
] 

                                        𝑓(𝑥) 

                                       𝑓(𝑥) = 𝑥                          

 

   𝑓(𝑥) = [𝑥]            

 𝑥 
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𝛼لدينا :        البرهان :

𝑛
= [

𝛼

𝑛
] + 𝜃: 0 ≤ 𝜃 < 1 

𝛼ومنه                                      = 𝑛 [
𝛼

𝑛
] + 𝑛𝜃 

                     [𝛼] = 𝑛 [
𝛼

𝑛
] + [𝑛𝜃]: 0 ≤ 𝑛𝜃 < 𝑛 

[𝛼]أي            

𝑛
= [

𝛼

𝑛
] +

[𝑛𝜃]

𝑛
: 0 ≤ [𝑛𝜃] < 𝑛𝜃 < 𝑛 

]  و منه                
[𝛼]

𝑛
] = [

𝛼

𝑛
] + 0   ,   0 ≤

[𝑛𝜃]

𝑛
< 1 

]إن    نتيجة : -
[𝑎 𝑛⁄ ]

𝑚
] = [

𝛼

𝑛.𝑚
,𝑎حيث          [ 𝑛,𝑚 ∈ 𝛧+ 

[𝛼]يساوي الواحد  فإن:  أو عدد ح يقي أكبر 𝛼احد وعددان صحيحان أكبر من الو  nإذا كان  ( 3 > [
𝛼

𝑛
] 

𝛼       نكتح :البرهان :   

𝑛
= [

𝛼

𝑛
] + 𝜃: 0 < 𝜃 < 1 

𝛼ومنه :                              = 𝑛 [
𝛼

𝑛
] + 𝑛𝜃: 0 ≤ 𝑛𝜃 < 𝑛 

𝑛ولما كان  [
𝛼

𝑛
[𝛼]عددان صحيحان فإن :             [ = 𝑛 [

𝛼

𝑛
] + [𝑛𝜃] 

[𝛼]         و   > [
𝛼

𝑛
n > 1        ,     0    لأن           [ < [𝑛𝜃]   

,𝑎إذا كان  (  4 𝑏, 𝑛 ∈ 𝛧+                فإن[
𝑎𝑏

𝑛
] ≥ 𝑎 [

𝑏

𝑛
]   

 لدينا من تعريف دالة الجزء الصحيح :   البرهان :
𝑏

𝑛
= [

𝑏

𝑛
] + 𝜃: 0 < 𝜃 < 1 

𝑎𝑏

𝑛
= 𝑎 [

𝑏

𝑛
] + 𝑎𝜃: 0 ≤ 𝑎𝜃 < 𝑎 

      [
𝑎𝑏

𝑛
] = 𝑎 [

𝑏

𝑛
] + [𝑎𝜃] ≥ 𝑎 [

𝑏

𝑛
] 

𝛼𝑖إذا كانت الأعداد  (   5 ∈ ℜ          و𝛼 = ∑ [𝛼𝑖]
𝑘
[𝛼]فإن  :    1 ≥ ∑ [𝛼𝑖]

𝑘
1 

𝛼1              نكتح       البرهان :  = [𝛼1] + 𝜃10 ≤ 𝜃1 < 1 

--------------------------------- 
𝛼𝑖 = [𝛼𝑖] + 𝜃𝑖0 ≤ 𝜃𝑖 < 1 

--------------------------------- 

𝛼𝑛 = [𝛼𝑛] + 𝜃𝑛0 ≤ 𝜃𝑛 < 1 
𝛼بالجمم نجد                 = ∑ [𝛼𝑖]

𝑛
1 + ∑ 𝜃𝑖

𝑛
1 ⇒ [𝛼] = ∑ [𝛼𝑖]

𝑛
1 + [∑ 𝜃𝑖

𝑛
1 ] 

[𝛼]كلها أعداد موجبة فإن           𝜃𝑖ولما كانت  ≥ ∑ [𝛼𝑖]
𝑛
1 

]     ينتج من الخاصة الأخيرة مباشرة أن: نتيجة : -
𝑛

𝑝
] ≥ [

𝑛1

𝑝
] + [

𝑛2

𝑝
]+. . . + [

𝑛𝑘

𝑝
] 

𝑛أعداد صحيحة   و     𝑛𝑖عدد صحيح غير الصفر و   pحيث    = ∑ 𝑛𝑖
𝑘
1  
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𝑛إذا كانمبرهنة :      2-3-9 ∈ 𝛧+    وp  لوووووووووووووووووووو  كبر قوةعددان أوليان فإن أس أp   تقسوووووومn !   وترمز
𝐻𝑝(𝑛!)      :  يساوي𝐻𝑝(𝑛!) = [

𝑛

𝑝
] + [

𝑛

𝑝2
]+. . . . . . + [

𝑛

𝑝𝑘
] = ∑ [

𝑛

𝑝𝑖
]∞

𝑖=1 

]حيث     
𝑛

𝑝𝑘
] ≥ ]و        1

𝑛

𝑝𝑘+1
] =  وب ية الحدود التالية معدومة .   0

  البرهان :
  كما يلي:   n !=1.2...nأي نرتح مضاريح   nإلى  1 لنرتح الأعداد من       

1,2, . . . . , 𝑝, 𝑝 + 1, . . . . ,2𝑝, . . . . ,3𝑝, . . . . . . . . . . , 𝑝𝑝, 𝑝2 + 1, . . . . ,2𝑝2, . . . . 𝑝𝑝2, . . . , 𝑛 
,𝑝من بين هذه الأعداد هي :       pلنفترأ أن الأعداد التي تقبل القسومة على  2𝑝, . . . , 𝑡1𝑝   حيث𝑡1 

𝑡1𝑝حيح يحقق العلاقة هو أكبر عدد صووو  ≤ 𝑛  أي أن   𝑡1    هو أكبر عدد صوووحيح أصوووغر أو يسووواوي𝑛

𝑝
  

𝑡1أي  ≤
𝑛

𝑝
< (𝑡1 + 𝑡1ومنه         (1 = [

𝑛

𝑝
]أي أن هناك   [

𝑛

𝑝
  ! nبين مضاريح   pمضاعفان لوووووووو  [

,𝑝ألا وهي : 2𝑝, 3𝑝, . . . , [
𝑛

𝑝
] 𝑝   . 

 هو  ! nمن بين مضوووووووووووووواريوح    𝑝2عودد الأعوداد التي تقبول القسووووووووووووووموةعلى  وبمحواكموة شووووووووووووووبيهوة نجود أن 
𝑡2 = [

𝑛

𝑝2
,𝑝2                                                           وهي:    [ 2𝑝2, . . . , [

𝑛

𝑝2
] 𝑝2 

]ومن بين هوذه الأعوداد يوجود  
𝑛

𝑝3
ي     𝑝3قسووووووووووووووموة على ال  أي يقبول   pلى  عوددان يقبول القسووووووووووووووموة ثوانيوة ع  [

  ! nالعدد   pوهكذا بعد تكرار هذه المحاكمة عددان منتهيان من المرات نجد أن عدد المرات التي يقسووووووم بها 
 : هو

                      [
𝑛

𝑝
] + [

𝑛

𝑝2
]+. . . . . . + [

𝑛

𝑝𝑘
] = 𝑡1 + 𝑡2+. . . +𝑡𝑘 

𝐻𝑝(𝑛!)ومنه   𝑝𝑡1+𝑡2+...+𝑡𝑘قسمة على تقبل ال   ! nأي أن   = ∑ [
𝑛

𝑝𝑖
]∞

𝑖=1 

               n = 19  و  p = 3 لنوضووووووووووح المبرهنة السووووووووووابقة بالمثال التالي : إذا كان   ( :1مثال )

      19 . 18..15.…12... 9 ..6 .… 2.3 .1 = ! 19  فإن    
]عددها  و  {3,6,9,12,15,18}هي    ! 19مضاريح   من بين   3مضاعفات العدد  

19

3
] = 6 . 

]عددها   {9,18}هي    32مضووواعفات العدد 
19

9
] = 33   العدد   وعدد مضووواعفات    2 = صوووفر    27

𝐻3(19!)أي   = 6 + 2 = 39في حين    !19|38و     8 ∤ 19! . 
 ! 50ما هو عدد الأصفار في نهاية العدد   تمرين :  

 10بحث عن أكبر قوة للعدد   ن  ! 50لتعيين عدد الأصفار في نهاية  ل:   الح
  فنجد :  𝐻5(50!)و   𝐻2(50!) لذا نبحث عن   5 . 2 = 10ولكن   ! 50تقسم          

       𝐻2(50!) = [
50

2
] + [

50

4
] + [

50

8
]  + [

50

16
]  + [

50

32
] + [

50

64
]    
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                       ⇒  =   25 + 12 + 6 + 3 + 1 + 0 =  47     
248و           !50|247 ∤ 50! 

513و    !50|512 ∤ 50! =+=+







+








122100

25

50

5

50
𝐻5(50!) = 

(2,5)ما كان  ب =   ! 50وعدد الأصفار في نهاية 12هو !50   تقسم  10فإن أس أكبر قوة للعدد  1
 . 12هو 
فإن أس أكبر قوة  pالأولي   بالنظام الذي أسوواسووه العدد   mإذا كتح العدد الصووحيح  مبرهنة :    2-3-10

𝐻𝑝(𝑚!)هي :       !𝑚  تقسم  pللعدد   =
𝑚−∑ 𝑎𝑖

𝑟
0

𝑝−1
 

𝑚حيث           = ∑ 𝑎𝑖𝑝
𝑖𝑟

𝑖=0 = 𝑎𝑟𝑝
𝑟 + 𝑎𝑟−1𝑝

𝑟−1+. . . . . . +𝑎1𝑝
 + 𝑎0  

 قة :نكتح حسح المبرهنة السابالبرهان :  
                                             𝐻𝑝(𝑚!) = [

𝑚

𝑝
] + [

𝑚

𝑝2
]+. . . . + [

𝑚

𝑝𝑟
] 

                      = 𝑎𝑟𝑝
𝑟−1 + 𝑎𝑟−1𝑝

𝑟−2+. . . . . . . . . . . . . +𝑎1 + 
                                +𝑎𝑟𝑝

𝑟−2 + 𝑎𝑟−1𝑝
𝑟−3+. . . . +𝑎2 + 

                                                           ….………  + 
…………                                                                             

                                                            +𝑎𝑟𝑝 + 𝑎𝑟−1 
                                                                       +𝑎𝑟  

 ومنه

𝐻𝑝(𝑚!) = 𝑎𝑟(1 + 𝑝 + 𝑝
2+. . . +𝑝𝑟−1) + 𝑎𝑟−1(1 + 𝑝 + 𝑝

2+. . . +𝑝𝑟−2)+. . +𝑎1                   
𝐻𝑝(𝑚!) = 𝑎𝑟

𝑝𝑟−1

𝑝−1
+ 𝑎𝑟−1

𝑝𝑟−1−1

𝑝−1
+. . . . +𝑎2

𝑝2−1

𝑝−1
+ 𝑎1  

𝐻𝑝(𝑚!) =
𝑎𝑟𝑝

𝑟+𝑎𝑟−1𝑝
𝑟−1+....+𝑎1𝑝+𝑎0−(𝑎𝑟+𝑎𝑟−1+...+𝑎2+𝑎1+𝑎0)

𝑝−1
  

𝐻𝑝(𝑚!) =
𝑚−∑ 𝑎𝑖

𝑟
0

𝑝−1
  

 𝐻7(347!)ثم احسح  7بنظام العد الذي أساسه   347اكتح العدد   مثال :
=            الحل :   𝟏(𝟕𝟑) + 𝟎(𝟕𝟐) + 𝟎(𝟕) + 𝟒 = (𝟏𝟎𝟎𝟒)𝟕347  

𝐻7(347!)وبتطبيق المبرهنة الأخيرة نجد :              =
347−(5)

7−1
= 57 

1عددين صحيحين  وكان     rو  nإذا  كان  مبرهنة :     2-3-11 ≤ 𝑟 < 𝑛  

)          :فإن                   
𝑛
𝑟
) =

𝑛!

𝑟!(𝑛−𝑟)!
 هو عدد صحيح    
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يقسوووووم المقام   pمن أجل البرهان يكفي أن نثبت أن أس أكبر قوة لأي عدد أولي    :)غير مطلوب(البرهان 
   من 5تقسوووووم البسووووولا لذا نكتح حسوووووح الخاصوووووة  )  pأصوووووغر أويسووووواوي أس أكبر قوة لهذا العدد الأولي 

]خواص دالة الجزء الصحيح نكتح :   
𝑛

𝑝𝑘
] ≥ [

𝑟

𝑝𝑘
] + [

𝑛−𝑟

𝑝𝑘
]  

∑نجد :    kوبالجمم على  [
𝑛

𝑝𝑘
]𝑘≥1 ≥ ∑ [

𝑟

𝑝𝑘
]𝑘≥1 + ∑ [

𝑛−𝑟

𝑝𝑘
]𝑘≥1 

𝐻𝑝(𝑛!)ومنه                                  ≥ 𝐻𝑝(𝑟! (𝑛 − 𝑟)!) 
 .أي أن أي عامل للمقام يقسم البسلا والناتج عدد صحيح 

  ! nمن الأعداد الصحيحة المتتالية الموجبة يقبل القسمة على   nإن جداء  نتيجة :   -
(𝑘+𝑛).......(𝑘+2)(𝑘+1)   عدد صحيح نجد أن:البرهان :

𝑛!
=

𝑘!(𝑘+1).......(𝑘+𝑛)

𝑘!.𝑛!
=

(𝑘+𝑛)!

𝑘!𝑛!
=  

 يمكن ببساطة إثبات  العلاقة التالية   ملاحظة :   -
    𝑛!

𝑛1!𝑛2!........𝑛𝑘!
𝑛علمان أن :    هو عدد صحيح  = 𝑛1 + 𝑛2+. . . . . +𝑛𝑘 

𝑚,𝑛أثبت أن إذا كان       تمرين : ∈ 𝛧+      فإن(2𝑚)!(3𝑛)!

(𝑚!)2(𝑛!)3
 هو  

 عدد صحيح  .           
   ⇐  n = n + n + n 3     و        m  = m + m 2  لدينا            الحل :

   (2𝑚)!

𝑚!𝑚!
!(3𝑛)و   

(𝑛!)(𝑛!)(𝑛!)
 عددان صحيحان جداؤهما عدد صحيح .   

𝐹(𝑛)دالتين عددتين وكان     F  ,  f  إذا  كانت مبرهنة :   2-3-12 = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛 
∑فإن :  𝐹(𝑛)𝑁

𝑛=1 = ∑ 𝑓(𝑘)𝑁
𝑘=1 . [

𝑁

𝑘
 . Nمن أجل أي عدد صحيح موجح  [
𝐹(𝑛)بما أن     :)غير مطلوب(البرهان = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛     : فإن∑ 𝐹(𝑛)𝑁

𝑛=1 = ∑ ∑ 𝑓(𝑘)𝑑|𝑛
𝑁
𝑛=1 

في المجموع المضاعف السابق . نلاحظ أنه إذا كان    f  ( d )لنجمم الحدود التي تحوي قيمان متساوية لووووو 
∑موعيظهر في المج kفإن هذا العدد   N  ≤عددان صحيحان   kالعدد  𝑓(𝑑)𝑑|𝑛    إذا وفقلا إذا كانk    قاسمان

∑) إن مجموعة الأعداد   nلو  𝑓(𝑑)𝑑|𝑛 الية لأن كل عدد هو قاسم لنفسه على الأقل   ي فلحساب  غير خ
∑عدد المجاميم   𝑓(𝑑)𝑑|𝑛  التي يظهر فيها الحدf ( k )   يكفي أن نحسوووووووح عدد الأعداد الصوووووووحيحة  ي

. إن هذا العدد كما سوووووووووبق ورأينا   kالتي تقبل القسووووووووومة على      N , ……… , 2 , 1من بين الأعداد 
]يسووووووووووواوي  

𝑁

𝑘
] k.  وهذه الأعداد هي   [

𝑁

𝑘
]k , 2 k , 3 k , …,     وهكذا نجد أنه من أجل كل عددk  

1حيوث    ≤ 𝑘 ≤ 𝑁     فوإنf ( k )     هو حود في المجموع∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛    وذلوك من أجول[
𝑁

𝑘
من  [

مما يمكننا من كتابة المجموع   Nوي  الأعداد الصووووووووووووحيحة الموجبة المختلفة والتي هي أصووووووووووووغر أوتسووووووووووووا
∑المضاعف على النحو :     ∑ 𝑓(𝑘)𝑑|𝑛

𝑁
𝑛=1 = ∑ 𝑓(𝑘) [

𝑁

𝑘
]𝑁

𝑘=1   . وهو المطلوب 
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𝛼 إذا كان تعريف : - ∈ ℜ  و f ( n )  : دالة عددية فإن∑ 𝑓(𝑛)𝛼
𝑛=1 = ∑ 𝑓(𝑛)

[𝛼]
𝑛=1 

عووووددتين وكووووان  دالتين    F  ,  fينتج من المبرهنووووة الأخيرة مبوووواشوووووووووووووورة أنووووه إذا كووووان     نتيجاااة : -
𝐹(𝑛) = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛     و𝛼 ∈ ℜ    فإن∑ 𝐹(𝑛)𝛼

𝑛=1 = ∑ ∑ 𝑓(𝑛)𝑑|𝑛
[𝛼]
𝑛=1  . 

 
 تعريف مجموعة البواقي المختزلة   2-3-13

التي تحوي الأعداد  Aمن   T  الجزئيةفإن المجموعة     mعة بواقي تامة بالمقاس  مجمو    Aإذا كانت      
  أي أن  mتسمى مجموعة بواقي مختزلة بالمقاس   mالأولية نسبيان مم 

𝑇 = {𝑎 ∈ 𝐴: (𝑎,𝑚) = 𝐴   ي   حيث   {1 = {0,1,2, . . . . . , 𝑚 − 1} 
𝐴إن المجموعوة     ( :1مثاال ) = والمجموعوة   6بوالمقوواس تواموة  هي مجموعوة بواقي   {0,1,2,3,4,5}

𝑇 =  .    6هي مجموعة بواقي مختزلة بالمقاس  {1,5}
𝐴(12)إن المجموعة       ( :2مثال ) = {0,±1,±2,±3,±4,±5,6}  

𝑇(12)والمجموعووة     12هي مجموعووة بواقي تووامووة  بووالمقوواس   = هي مجموعووة بواقي    {±5,±1}
.  mبواقي مختزلة بالمقاس   ومن الواضح أن عدد عناصر أي مجموعتي .12مختزلة بالمقاس   متساو 

   Function𝝓  s ’Euler -دالة اولر .   2-3-14
  

عدد العناصوووووووور التي لا   هي  𝜑(𝑚)فإن دالة أولر    mمن أجل أي عدد صووووووووحيح موجح    تعريف: -
           .        m  أي هي عدد عناصر أي مجموعة بواق مختزلة بالمقاس  ي  mوأولية نسبيان مم   m  تتجاوز

𝜑(3) مثال  : = 2, 𝜑(2) = 1, 𝜑(1) = 3لأن الأعداد التي هي    1 ≥ 
𝑇(3)حيث :   ي    2 , 1هي    3والأولية نسووووووبيان مم        = 𝜑(3)وعدد العناصوووووور = {1,2} =   ي  2
𝐴(5)   : نكتح  𝜑(5) ايجاد  = 𝑇(5)و       {0,1,2,3,4} = {1,2,3,4} 

𝜑(5)أي :    4هي   𝑇(5)وعدد العناصر  = 4   . 
    
   إن دالة اولر دالة عددية ضربية .مبرهنة :   2-3-15

𝜑(1)إن     -1:   )غير مطلوب(البرهان             =  حسح تعريف الدالة .     1
 عددين صحيحين موجبين  وكان    a , bإذا كان    - 2                       

                    (𝑎, 𝑏) = .𝜑(𝑎فعلينا أن نثبت أن  1 𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)   
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  مسووووووووووووووواويووان للواحوود فووالمبرهنووة صووووووووووووووحيحووة لووذا لنفترأ أن  b  أو a  نلاحظ أنووه إذا كووان أحوود العووددين

𝑎 > < 𝑏و       1  كما يلي : a bإلى  1و لنرتح الأعداد من     1

  

0. 𝑎 + 1 2 3 . . . . 𝑟 . . . . 𝑎

1. 𝑎 + 1 𝑎 + 2 𝑎 + 3 . . . . 𝑎 + 𝑟 . . . . 2𝑎

2. 𝑎 + 1
. . . .

2𝑎 + 2
. . . .

2𝑎 + 3
. . . .

. . . .

. . . .
2𝑎 + 𝑟
. . . .

. . . .

. . . .
3𝑎
. . . .

𝑞𝑎 + 1
. . . .

𝑞𝑎 + 2
. . . .

. . . .

. . . .
. . . .
. . . .

𝑞𝑎 + 𝑟
. . . .

. . . .

. . . .
(𝑞 + 1)𝑎
. . . .

(𝑏 − 1)𝑎 + 1 (𝑏 − 1)𝑎 + 2 . . . . . . . . (𝑏 − 1)𝑎 + 𝑟 . . . . 𝑏𝑎

 

 
وأن عناصووور  aنلاحظ أن عناصووور كل سوووطر في هذه المصوووفوفة تشوووكل مجموعة بواق تامة بالمقاس        

وأن أي   aإذ نلاحظ أن عدد عناصور كل سوطر يسواوي    bكل عمود تشوكل مجموعة بواق تامة بالمقاس  
𝑞𝑎لو كوووان :لأنوووه  aطوووابقين بوووالمقووواس عنصوووووووووووووورين مختلفين غير مت + 𝑠 ≡ 𝑞𝑎 + 𝑡(𝑚𝑜𝑑𝑎)   لنتج

𝑠 ≡ 𝑡(𝑚𝑜𝑑𝑎)  وهذا غير ممكن إن كان العنصووووران مختلفينيوبشووووكل مشووووابه نجد أن عدد عناصوووور كل
𝑞𝑎 وأنه لو كان : bعمود يساوي  + 𝑟 ≡ 𝑞1𝑎 + 𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑏) 

𝑞𝑎لنتج   ≡ 𝑞1𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑏)   ولما كان(𝑎, 𝑏) =  إن هذا يؤدي إلى :ف 1

𝑞 ≡ 𝑞1(𝑚𝑜𝑑𝑏)  . وهذا غير ممكن من أجل أي عنصرين مختلفين من العمود 
 وأن العنصوووور 𝜑(𝑎)في كل سووووطر يسوووواوي   a  ومن جهة أخرى نعلم أن عدد العناصوووور الأولية نسووووبيان مم

((𝑞𝑎 + 𝑟), 𝑎) = ,𝑟)إذا وفقلا إذا كووووووان  1 𝑎) = يحقق الشوووووووووووووور     rلووووووذا نووووووأخووووووذ أي عمود  1
(𝑟, 𝑎) = مما يدل على أن  𝜑(𝑏)يسوووواوي    bونلاحظ أن عدد عناصوووور هذا العمود الأولية نسووووبيان مم  1

بآن واحد أي التي هي أولية     bومم    aعدد العناصووور من المصوووفوفة السوووابقة التي هي أولية نسوووبيان مم 
.𝜑(𝑎   مما يثبت أخيران أن  𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)يساوي    a . bنسبيان مم  𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)  . 

        مثال  :
𝜑(12) = 𝜑(3). 𝜑(4) = (2)(2) = 4                                                     

  𝜑(15) = 𝜑(3). 𝜑(5) = (2)(4) = 8  

𝜑(𝑝)إن    مبرهنة :   2-3-16 = 𝑝 −  عدد أولي .  pحيث    1
𝐴هي:  pنعلم أن مجموعة البواقي التامة الصغرى للعدد الأولي الإثبات:  = {0,1,2,3. . . . . , 𝑝 − 1} 

𝑇 هي :  pو مجموعة البواقي المختزلة بالمقاس  = {1,2,3. . . . . , 𝑝 − 1} 
𝜑(𝑝)أي :            p-1 يساوي     T ( p )وعدد عناصر  = 𝑝 − 1 
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 عددان أوليان فإن :  pإذا كان مبرهنة :   2-3-17

                𝜑(𝑝𝛼) = 𝑝𝛼−1(𝑝 − 1) = 𝑝𝛼 − 𝑝𝛼−1        حيث𝛼 > 0 
 هي :  𝑝𝛼إن مجموعة البواقي التامة للعدد    البرهان :

    𝐴 = {1,2, . . . . , 𝑝, 𝑝 + 1, . . . . ,2𝑝, . . . . , 𝑝2. . . . . . . , 𝑝𝛼−1, 2𝑝𝛼−1, . . . , 𝑝. 𝑝𝛼−1} 
,𝑝هي     𝑝𝛼التي لها عامل مشوووووترك مم    Aوعناصووووور   2𝑝, . . . . , 𝑝𝛼−1𝑝   وعددها𝑝𝛼−1  عدد أي أن

 هي : 𝑝𝛼الأولية نسبيان مم  Aالعناصر من 
                𝜑(𝑝𝛼) = 𝑝𝛼 − 𝑝𝛼−1 = 𝑝𝛼−1(𝑝 − 1) = 𝑝𝛼(1 −

1

𝑝
) 

𝜑(8)           مثال : = 𝜑(23) = 23(2 − 1) = 4 
𝑛وكان : n >1   صحيحان موجبان   عددان   nإذا كان مبرهنة :   2-3-18 = 𝑝1

𝛼2𝑝2
𝛼2 . . . . 𝑝𝑟

𝛼𝑟 

,𝑝1حيث  𝑝2, . . . . , 𝑝𝑟   أوليات مختلفة فإن:  𝜑(𝑛) = 𝑛(1 −
1

𝑝1
)(1 −

1

𝑝2
). . . . . . . (1 −

1

𝑝𝑟
) 

𝑝𝑖بما أنالبرهان :    
𝛼𝑖 عددية ضربية فإن : أعداد أولية نسبيان مثنى مثنى وبما أن دالة أولر دالة 

                                𝜑(𝑛) = 𝜑(𝑝1
𝛼1)𝜑(𝑝2

𝛼2). . . . . . 𝜑(𝑝𝑟
𝛼𝑟) 

                   = 𝑝1
𝛼2𝑝2

𝛼2 . . . . 𝑝𝑟
𝛼𝑟(1 −

1

𝑝1
). . . . . . . (1 −

1

𝑝𝑟
) 

                                    𝜑(𝑛) = 𝑛(1 −
1

𝑝1
). . . . . . . (1 −

1

𝑝𝑟
) 

𝜑(360) مثال : = 𝜑(23. 32. 5) = 360 (1 −
1

2
) (1 −

1

3
) (1 −

1

5
) = 96        

𝑎𝜑(𝑚) فإن :( a , m )          1 =إذا كانمبرهنة أولر :   2-3-19 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
𝑇إذا كانت           البرهان : = {𝑎1, 𝑎2, . . . . . , 𝑎𝜑(𝑚)}   لة بالمقاس   مجموعة بواق مختزm    ي  فإن

𝑇1                       المجموعة  = {𝑎1𝑎, 𝑎2𝑎, . . . . . , 𝑎𝜑(𝑚). 𝑎} 
وضووووحان   mنسوووبيان مم   أولي 𝑇1  ي  إذ أن كل عنصووور من  mهي أيضوووان مجموعة بواق مختزلة بالمقاس  

𝑎𝑖كوانلو  ي  لأنوه  m غير متطوابقين بوالمقواس 𝑇1كموا أن أي عنصوووووووووووووورين من  . 𝑎 ≡ 𝑎𝑗 . 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚)  
𝑎𝑖لكان ≡ 𝑎𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑚)   وهذا مستحيل لأنها عناصر منT    وبالتالي فإن كل عنصر من  .T   يطابق

بالمقاس   𝑇1يطابق جداء عناصوووور Tيؤدي إلى أن جداء عناصوووور   الأمر الذي 𝑇1عنصوووور واحد فقلا من  
m  نكتح و 

               𝑎1. 𝑎2. . . . . . . . 𝑎𝜑(𝑚) ≡ 𝑎1. 𝑎2. . . . . . . . 𝑎𝜑(𝑚). 𝑎
𝜑(𝑚)(𝑚𝑜𝑑𝑚)  

.𝑎1)ولما كان              𝑎2. . . . . . . . 𝑎𝜑(𝑚), 𝑚) =  فإن :    1
                               𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

𝑎𝜑(15)                 مثال : ≡ 28 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑15)  
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 mأولر إذ لو كان المقاس    إن مبرهنة فيرما الصووووووغرى هي حالة خاصووووووة من مبرهنةنتيجة  :    2-3-20
𝑎𝜑(𝑝)عددان أوليان لحصلنا على  :              ≡ 𝑎𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝) . 

 .2256 أوجد رقمي الآحاد والعشرات للعدد    تمرين  :
ولما   100على العدد   2256 لآحاد والعشوورات يسوواوي باقي قسوومةإن العدد المؤلف من رقمي ا   الحل:   
3𝜑(100)فإن    1 = (100 ,3)كان ≡ 1(𝑚𝑜𝑑100)   نحسح𝜑(100)  : فنجد 

               𝜑(100) = 𝜑(22. 52) = 100(1 −
1

2
)(1 −

1

3
) = 40 

340         أي :                 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑100) 
 لذا نكتح :         16 + ( 6  )(  40 ) =  256ولدينا 

3256 ≡ (340)6. 316 ≡ 316(𝑚𝑜𝑑100) ≡ (81)4 ≡ (−19)4(𝑚𝑜𝑑100)                                                            
3256 ≡ (361)2 ≡ (61)2 ≡ 21(𝑚𝑜𝑑100) 

 .  21طلوبين والرقمين الم
 الخطية يمكن استخدام مبرهنة اولر في إيجاد حلول التطابقات   تطبيق هام : 2-3-21

6𝑥     لنوجد حلول التطابق ( :    1مثال  ) ≡ 15(𝑚𝑜𝑑21) 

,15|3نلاحظ أن           (6,21) = .  21أي أن للتطووابق ثلاثووة حلول غير متطووابقووة بووالمقوواس    3
2𝑥      فنجد :  3ق على بنختصر طرفي التطا ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7) 

𝜑(7)ينا ولد  = .26فنجد :            25ي نضرب طرفي التطابق بو    6 𝑥 ≡ 5. 25(𝑚𝑜𝑑7) 
26وحسح مبرهنة أولر              ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)    مما يعطي 

 𝑥 ≡ 5. 25(𝑚𝑜𝑑7) ≡ 5. 23. 22(𝑚𝑜𝑑7) ≡ 5. 22(𝑚𝑜𝑑7) 
 𝑥 ≡ 20(𝑚𝑜𝑑7) ≡ 6(𝑚𝑜𝑑7) 

𝑥  هي :  21لمتطابقة بالمقاس  وجميم حلول التطابق غير ا = 6 + 7𝑡   ; 𝑡 = 0,1,2 
 . 20   ,   13   ,   6  :    أي هي
6𝑥     لنوجد حل التطابق ( :    2مثال  ) ≡ 15(𝑚𝑜𝑑29) 

𝑥    :عدد أولي فللتطابق حل وحيد يعطى بالعلاقة    29إن العدد    الحل : ≡ 15. 6𝜑(29)−1(𝑚𝑜𝑑29) 
𝜑(29)ولما كان          = 𝑥فالحل هو    28 ≡ 628. 15(𝑚𝑜𝑑29) 

  𝑥 ≡ (36)14. 15(𝑚𝑜𝑑29) ≡ (7)14. 15(𝑚𝑜𝑑29) ≡ (49)7. 15(𝑚𝑜𝑑29) 

     ≡ (20)7. 15(𝑚𝑜𝑑29)  ≡ 26. (2.15).107(𝑚𝑜𝑑29) ≡ 26. 107(𝑚𝑜𝑑29)  
  

   𝑥 ≡ 6.107(𝑚𝑜𝑑29) ≡ 2.106(𝑚𝑜𝑑29) 
 لحل بهذه الطريقة يصعح كلما كانت قيمة المقاس كبيرة .ما تجدر ملاحظته أن ا
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𝑛فإن    nجميم قواسوووم   dإذا مسوووح العدد   تمهيدية : -

𝑑
لأنه من أجل كل    nقواسوووم   يمسوووح أيضوووان جميم  

𝑑1 =
𝑛

𝑑
|𝑛, 𝑛 = 𝑑𝑑1 ⇐ 𝑑|𝑛. 

𝑛 وقيم  {1,2,3,4,6,12}هي  12إن قواسووووووووووووووم العووووودد    مثاااال :
𝑑

لهوووووذه القواسووووووووووووووم هي : المقوووووابلوووووة  
 .  n  أي هي جميم قواسم  {12,6,4,3,2,1}

𝑛:   إذا كان مبرهنة  2-3-22 ≥ 𝑛فإن      1 = ∑ 𝜑(𝑑)𝑑|𝑛  . 
  nأحد قواسوووم    dإلى صوووفوف كما يلي : إذا كان    nإلى   1لنوزع الأعداد من    :)غير مطلوب(البرهان 

𝑆𝑑               فإن : = {𝑚: 𝑑 = (𝑚, 𝑛),1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛} 
,𝑚)ونعلم أنووه إذا كووان  𝑛) = 𝑑  فووإن   𝑛 = 𝑛0𝑑      ,   𝑚 = 𝑚0𝑑   ,   (𝑛0, 𝑚0) = ي   1

  𝑆𝑑لذا فإن عدد عناصر كل مجموعة من   𝑚0وقيمة واحدة    dقيمة واحدة      mويقابل كل قيمة لووووووووووو 
𝑚0يسوواوي عدد الأعداد    =

𝑚

𝑑
𝑛0 الأولية نسووبيان مم   =

𝑛

𝑑
أي أن عدد عناصوور  𝑛0التي لا تتجاوز     

𝑛يساوي عدد الأعداد الموجبة التي لا تتجاوز  𝑆𝑑المجموعة 

𝑑
)𝜑وأولية نسبيان معها أي يساوي   

𝑛

𝑑
). 

,1,2}ولما كان كل من الأعداد  . . . . . . . , 𝑛}  ينتمي إلى صوووووووف واحد فقلا من الصوووووووفوف 𝑆𝑑   فإننا نجد
𝑛أن       = ∑ 𝜑(

𝑛

𝑑
)𝑑|𝑛 = ∑ 𝜑(𝑑)𝑑|𝑛   

 لنوضح طريقة إثبات المبرهنة السابقة بالمثال التالي :    ( :1مثال )
 : 𝑆𝑑 لنحسح   {1,2,5,10}   هي بالتالي   nإن قواسم    n = 10 لتكن         

      = {1,3,7,9}  𝑆1 = {𝑚: (𝑚, 10) = 1,1 ≤ 𝑚 ≤ 10} 
𝑆1  =  𝜑عدد عناصر   (

10

1
) = 𝜑(2 × 5) = 1 × 4 = 4      

       𝑆2 = {𝑚: (𝑚, 10) = 2,1 ≤ 𝑚 ≤ 10}  = {2,4,6,8}       
)𝑆2 = 𝜑عدد عناصر  

10

2
) = 𝜑(5) = 4 

                 𝑆5 = {𝑚: (𝑚, 10) = 5,1 ≤ 𝑚 ≤ 10}  = {5}     

)𝑆5  = 𝜑عدد عناصر  
10

5
) = 1 

             𝑆10 = {𝑚: (𝑚, 10) = 10,1 ≤ 𝑚 ≤ 10}  = {10}    
)𝑆10  = 𝜑عدد عناصر  

10

10
) = 𝜑(1) = 1 

 وبالتالي : 
𝑛 = 𝜑(10) + 𝜑(5) + 𝜑(2) + 𝜑(1) = 4 + 4 + 1 + 1 = 10 

 {25,5,1}هي   25  فإن قواسم العدد  n = 25  إذا كان     ( :2مثال )

                  𝑆1 = {𝑚: (𝑚, 25) = 1,1 ≤ 𝑚 ≤ 25} ⇒ 𝜑(25) = 𝜑(52)               
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=عدد عناصر   5(5 − 1) = 20 = 𝑆1    

                   𝑆5 = {𝑚: (𝑚, 25) = 5,1 ≤ 𝑚 ≤ 25} ⇒ 𝜑(
25

5
) = 𝜑(5) = 4 

 𝑆5=  4عدد عناصر 

25S𝑆25  عدد عناصر = {25} ⇒ 𝜑(
25

25
) = 𝜑(1) = 1 = 

  

          𝜑(25) + 𝜑(5) + 𝜑(1) = ∑ 𝜑(𝑑)𝑑|25 = 20 + 4 + 1 = 25 
𝑓(𝑛) ثبت أن أ  تمرين : = 310𝑛+2 + 510𝑛+3 − 𝑛علمان أن   22يقبل القسمة على   2 ≥ 0  . 

(5,22)نلاحظ أن    الحل: = (3,22)  و   1 =  فحسح مبرهنة أولر نكتح : 1
   10)2()11()22()22(1 . == وmod3𝜑(22) ≡ 5𝜑(22) ≡         
𝑛(310):    ومنه   ≡ 1(𝑚𝑜𝑑22) (510)و𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑22) 

 فنجد :  𝑓(𝑛)نعوأ في عبارة 
          𝑓(𝑛) ≡ 310𝑛+2 + 510𝑛+3 − 2 ≡ 32 + 52 − 2 ≡ 132 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑22) 

 
,𝜎(𝑛)الدالتان     2-3-26 𝜏(𝑛): 
𝑛للعدد  دد القواسم الموجبة المختلفةدالة عددية قيمتها ع 𝜏(𝑛)الدالة  تعريف :  - ∈ 𝛧+  ي 

𝜏(𝑛)يمكن أن نكتح :   𝜏(𝑛)ومن تعريف الدالة      = ∑ 1𝑑|𝑛    
,1 هي :  12وعلى سبيل المثال فإن القواسم الموجبة للعدد  𝜏(12)وعددها   2,3,4,6,12 = 6  

 دالة ضربية . 𝜏(𝑛)الدالة  مبرهنة  : 
 دالة ضربية لأن :   𝑓(𝑑)لة في الح يقة إن الدا    

               𝑓(1) = .𝑓(𝑑1و     1 𝑑2) = 𝑓(𝑑1). 𝑓(𝑑2) = 1.1 = 1 
𝐹(𝑛)الدالة المعرفة بالمسووواواة  دالة ضوووربية فإن 𝑓ونعلم أنه إذا كانت  = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛  هي دالة ضوووربية

𝜏(𝑛)  الدالة المعرفة بالمساواة      أي = ∑ 1𝑑|𝑛 دالة ضربية . هي 
 : 𝜏(𝑛)تعيين الدالة    2-3-27
𝑛     إذا كانت 1 = 𝑝𝑎     حيثp     عدد أولي   و𝑎 ≥  الموجبة  nفإن قواسم     1

,1هي                  𝑝, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑎   1وعددهاa+          1أي+= aap )( 
𝑛  إذا كانت 2 > 𝑛 ني أي:بالشكل القانو   nو كتبت   1 = 𝑝1

𝑎1𝑝1
𝑎1 . . . 𝑝𝑘

𝑎𝑘 
)1)(1(........)1(فإن  :                   +++=

k21
aaan )( 
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𝑝1دالة ضربية وبما أن 𝜏(𝑛)بما أن   : الإثبات
𝑎1 , 𝑝2

𝑎2 , . . . . . , 𝑝𝑘
𝑎𝑘  أولية نسبيان مثنى مثنى فإن 

                         𝜏(𝑛) = 𝜏(𝑝1
𝑎1)𝜏(𝑝2

𝑎2). . . . . . 𝜏(𝑝𝑘
𝑎𝑘) 

)1)(1(........)1(أي                 +++=
k21

aaan )( 
  أمثلة  :

 :    عدد أولي 𝑝حيث  𝜏(𝑝)لنحسح  (   1  
               𝜏(𝑝) = 1 + 1 = 𝜏(5)وبالتالي :         2 = 𝜏(11) = 2  

, 𝜏(63)  لنحسح  (   2   𝜏(4) 
      𝜏(4) = 𝜏(22) = 2 + 1 = 𝜏(63)ي          3 = 𝜏(32. 7) = (2 + 1)(2) = 6 

تسوووووووواوي مجموع القواسووووووووم  𝜎(𝑛)هي  𝑛عند العدد   هي دالة عددية قيمتها:  𝜎 الدالةتعريف   :  2-3-28
𝑛حيث  nالموجبة المختلفة للعدد  ∈ 𝛧+ . 

𝜎(12)فعلى سبيل المثال :       = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28 
           𝜎(1) = 1  ,  𝜎(2) = 3    ,   𝜎(3) = 4   ,  𝜎(4) = 7 

=أنه بالامكان كتابتها على النحو :       𝜎(𝑛)ينتج من تعريف الدالة  

nd

n d)( 

 هي دالة ضربية . 𝜎 الدالة مبرهنة : : 2-3-29
𝑓(𝑑) إن الدالة    الإثبات  :      = 𝑑    لكلd دالة ضربية تمامان لأن :   هي 

              𝑓(1) = .𝑓(𝑑1و    1 𝑑2) = 𝑑1. 𝑑2 = 𝑓(𝑑1). 𝑓(𝑑2) 

=)(ولما كانت    

nd

dfn )(   و  𝑓(𝑑)  دالة ضربية فإن𝜎(𝑛) . هي دالة ضربية 

 :𝝈(𝒏) حساب قيمة الدالة  : 2-3-30
𝑛   إذا كان  1 = 𝑝𝑎    فإن جميم القواسووووووووووووووم الموجبة لوووووووووووووووووووووووووووو n : 1هي, 𝑝, 𝑝2, . . . . , 𝑝𝑎    ومجموعها

𝜎(𝑛) = 1 + 𝑝 + 𝑝2+. . . . +𝑝𝑎           أي𝜎(𝑛) =
𝑝𝑎+1−1

𝑝−1
         

𝑛   إذا كان 2 > 𝑛و كتح بالشكل القانوني  1 = 𝑝1
𝑎1𝑝1

𝑎1 . . . 𝑝𝑘
𝑎𝑘 بما أن𝜎(𝑛)  نجد دالة ضربية : 

      𝜎(𝑛) = 𝜎(𝑝1
𝑎1)𝜎(𝑝1

𝑎1). . . . . . 𝜎(𝑝𝑘
𝑎𝑘) =

𝑝1
𝑎1+1−1

𝑝1−1
. . . . . .

𝑝𝑘
𝑎𝑘+1−1

𝑝𝑘−1
 

𝜎(𝑛)                    كما يلي :  𝜎(𝑛)ويمكن كتابة عبارة  = ∏
𝑝𝑖
𝑎𝑖+1−1

𝑝𝑖−1

𝑘
1 

𝜎(𝑝)    أمثلة  : =
𝑝2−1

𝑝−1
= 𝑝 +  ومنه : عدد أولي pحيث     1

           𝜎(5) = 6, 𝜎(11) = 12, 𝜎(3) = 4 
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              𝜎(180) = 𝜎(22). 𝜎(32). 𝜎(5) =
23−1

1
.
33−1

2
. 6 = 546 

,𝜎(𝑛)إن الدالتين    ملاحظة : - 𝜏(𝑛)  :ليستا ضربيتين تمامان إذ نلاحظ أن 
           𝜏(20) = 𝜏(22. 5) = 3.2 = 6         , 𝜏(2). 𝜏(10) = 2.4 = 8 

.𝜏(2وبالتالي                            (10)) = 𝜏(20) ≠ 𝜏(2). 𝜏(10) 
𝜎(20)وكذلك فإن                                   = 𝜎(22. 5) = 42 

                                         𝜎(2). 𝜎(10) = 3.18 = 54 
.𝜎(2أي أن                           (10)) = 𝜎(20) ≠ 𝜎(2). 𝜎(10) 

 تمرين هام  : : 2-3-31

𝑛إن جداء القواسم الموجبة لعدد               > 𝑛يساوي      1
𝜏(𝑛)

2⁄  
𝑛فإن          nقاسمان ما لو     dإذا كان    الحل : = 𝑑. 𝑑/ 
𝑛ت من العلاقا 𝜏(𝑛)فإنه لدينا   n  = 𝜏(𝑛) ولما كان عدد القواسم الموجبة لووووو        = 𝑑. 𝑑/  وحاصل

𝑛𝜏(𝑛)                 ضرب هذه العلاقات معان يعطي : = ∏ 𝑑𝑑|𝑛 ∏ 𝑑/𝑑/|𝑛 
/𝑑فإن      nجميم قواسوووم    dونعلم أنه إذا مسوووحت  =

𝑛

𝑑
مما يدل على   nتمسوووح أيضوووان جميم قواسوووم    

∏                           أن        𝑑𝑑|𝑛 = ∏ 𝑑/𝑑/|𝑛 
𝑛𝜏(𝑛)الأمر الذي يعطي :                 = (∏ 𝑑𝑑|𝑛 )2 

𝑛ومنه                                      
𝜏(𝑛)

2⁄ = ∏ 𝑑𝑑|𝑛 
𝜏(16)و    {1,2,4,8,16}هي    16إن قواسم العدد    ( :1مثال ) = 5 

∏وجداء هذه القواسم :             𝑑𝑑|16 = 16
𝜏(16)

2⁄ = (16)
5
2⁄ = (4)5 = 1024 

𝜎(𝑛)أثبت أن        ( :2مثال )

𝑛
= ∑

1

𝑑𝑑|𝑛 
𝜎(𝑛)نعلم أن      الحل: = ∑ 𝑑𝑑|𝑛         وأن∑ 𝑑 = ∑

𝑛

𝑑𝑑|𝑛𝑑|𝑛 
,𝑑1}الموجبة هي       nفإذا كانت جميم قواسم     𝑑2, . . , 𝑑𝑘}    
𝜎(𝑛)إن       ف =

𝑛

𝑑1
+

𝑛

𝑑2
+. . . . . +

𝑛

𝑑𝑘
= 𝑛(

1

𝑑1
+

1

𝑑2
+. . . . . +

1

𝑑𝑘
) 

𝜎(𝑛)أي                                   

𝑛
= ∑

1

𝑑𝑑|𝑛 
 الذي يحقق العلاقة :    nأوجد العدد الصحيح     ( :3مثال )

                                    𝜏(10𝑛) = 10 
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= 10  لودينوا    2 . يلزم أن تكون من الشووووووووووووووكول      𝑛 10   فهو جوداء عوددين أوليين فقلا لوذا فوإن     5

10𝑛 = 2𝑎. 5𝑏     وعندها يكون 

                            𝜏(10𝑛) = (𝑎 + 1)(𝑏 + 1) = 10     
𝑎ومنه نجد أنه إما             = 1, 𝑏 = 4 ⇐ 𝑏 + 1 = 5, 𝑎 + 1 = 2       

𝑛ومنه فإن                      = 53 = 125 ⇐ 10𝑛 = 2. 54 

𝑏أو                    = 1, 𝑎 = 4 ⇐ 𝑏 + 1 = 2, 𝑎 + 1 = 5 

𝑛و                                = 23 = 8 ⇐ 10𝑛 = 24. 5 

 Perfect Numbers )  ( الأعداد التامة أو الأعداد الكاملة        : 2-3-32
 تعاريف : -

𝜎(𝑛)هو عدد كامل إذا كان     𝑛لعدد الصحيح  نقول إن ا •    = 2𝑛. 

𝜎(6)حيث    n = 6إن أصغر عددين كاملين معروفين هما       = 𝜎(2). 𝜎(3) 
         𝜎(6) =

22−1

2−1

32−1

3−1
=

3(8)

2
= 𝜎(6)أي       12 = 12 = (2)(6) 

𝜎(28)حيث     n = 28والعدد        = 𝜎(22). 𝜎(7) = (7)(8) = 56 = (2)(28) 
𝜎(𝑛)فوق الكامل إذا كان        𝑛 ونقول إن العدد الصحيح  • > 2𝑛 . 

𝜎(12)حيث         12مثال ذلك العدد     = 𝜎(22). 𝜎(3) = 28 > (2)(12) 
𝜎(𝑛)تحت الكامل إذا كان        𝑛 ونقول إن العدد الصحيح  • < 2𝑛 . 
𝜎(8)إذ أن                      8مثال ذلك العدد    = 𝜎(23) = 15 < (2)(8) 
, 𝑚نقول إن العددين   • 𝑛   :عددان متحابان إذا كان 

                                  𝜎(𝑛) = 𝜎(𝑚) = 𝑛 +𝑚 
𝜎(𝑛)أو إذا كان                 − 𝑛 = 𝑚 ∧ 𝜎(𝑚) −𝑚 = 𝑛 
                  220              و                         284مثال ذلك :      

ان من الأعداد الكاملة وكلها زوجية ي  هل يوجد عدد كامل فردي ؟ مسووووووألة مفتوحة  ي  وقد وجد العلماء عدد 
𝑝5هول يوجود عودد غير منتوه من الأعوداد الكواملوة  ؟  لقود وجود أن العودد االخوامس هو  = 33.550336  

  1968. ولم يعرف حتى عام  وأن العدد السووووووادس مؤلف من عشوووووورة أرقام مما يدل على ندرة هذه الأعداد 
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عوددان كواملان وكلهوا زوجيوة ي وقود تبين أنوه إن وجود عودد كوامول فردي فهو أكبر حتموان من العودد   23وى سوووووووووووووو 
10200. 

إن مسووووووووووووووألوة البحوث عن صوووووووووووووويغوة لدعوداد الكواملوة مسووووووووووووووألوة قوديموة وقود أثبوت اقليودس أنوه إذا كوان المجموع     
1 + 2 + 22+. . . . . +2𝑘−1 = 𝑝    2ليوان فوإن العودد   عوددان أو𝑘−1. 𝑝   امول وعلى سووووووووووووووبيول هو عودد كو

هو عدد كامل ي وقد أثبت أولر بعد   28 = ( 7 ) ( 4 )  هو عدد أولي  و  7 = 4 + 2 + 1المثال إن :  
 سنة أن جميم الأعداد الكاملة الزوجية لها هذا الشكل الأمرالذي سنوضحه في المبرهنة التالية: 2000

2𝑘إذا كان العدد      :مبرهنة   2-3-33 −  :           أوليان فإن   k >1حيث    1
 𝑛 = 2𝑘−1(2𝑘 −  هو عدد كامل وكل عدد كامل زوجي هو من الشكل السابق. (1

2𝑘العدد  لنفترأ أن    البرهان  : − 1 = 𝑝   عدد أولي ولنكتح𝑛 = 2𝑘−1. 𝑝   
,2𝑘)نلاحظ أن           𝑝) = حصوووووووووران   2هي قوى العدد   2𝑘−1ردي ولأن عوامل  عدد ف  pلأن   1

 لذا يمكن أن نكتح :
                      𝜎(𝑛) = 𝜎(2𝑘−1)𝜎(𝑝) = (2𝑘 − 1)(𝑝 + 1) 
                     𝜎(𝑛) = (2𝑘 − 1)2𝑘 = 2(2𝑘 − 1)2𝑘−1 = 2𝑛 

 بالتالي هو عدد كامل .  nو  
    يمكن أن يكتوووح على النحو  nعووودد كوووامووول زوجي. إن أي عووودد زوجي  nلنفترأ أن العووودد   العكس :

𝑛 = 2𝑘−1. 𝑞    حيثq  عدد فردي و𝑘 ≥ ,2𝑘−1)ولما كان   2 𝑞) =  فإن :     1
                           𝜎(𝑛) = 𝜎(2𝑘−1)𝜎(𝑞) = (2𝑘 − 1)𝜎(𝑞) 

𝜎(𝑛)ومن جهة أخرى فإن                          = 2𝑛 = 2𝑘𝑞 
2𝑘𝑞والعلاقة    = (2𝑘 − 1)𝜎(𝑞)        2تدل على أن𝑘 − 1|2𝑘. 𝑞 

2𝑘)ولما كان    − 1, 2𝑘) = 2𝑘فإن   :        1 − 1| 𝑞    
𝑞لذا يمكن أن نكتح  = (2𝑘 − 1)𝑀 نعوأ هذه ال يمة لو q   في العلاقة 

2𝑘𝑞 = (2𝑘 − 1)𝜎(𝑞) 2)ونختصر على𝑘 − 2𝑘𝑀فنجد أن:   (1 = 𝜎(𝑞) 
𝜎(𝑞)فإن  :        M < q   و q كلاهما يقسم  q و   Mوبما أن  ≥ 𝑞 +𝑀 
𝑞ولكن :  +𝑀 = 2𝑘𝑀   أي أن𝜎(𝑞) = 𝑞 +𝑀   مموا يودل على أن للعوددq     قواسووووووووووووووموان فقلا هموا

M  وq    ينتج من ذلووووك أنq   عوووودد أولي وأنM =1  عوأ في قيمووووة . نq   ن :       لنجوووود أخيران أ
𝑞 = 2𝑘 −  وهو المطلوب .      1
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𝑎𝑘إذا كان العدد  :مبرهنة  2-3-34 − 𝑘عددان أوليان عندما 1 ≥ 2 , a > 0    
𝑎   و    𝑘فإن :                                  =  . عدد أولي   2

𝑎𝑘نعلم أن :       الإثبات   : − 1 = (𝑎 − 1)(𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2+. . . . . . +𝑎 + 1)   
𝑘و   a>0ولموووووا كوووووان    ≥ 𝑎𝑘−1 فوووووإن المقووووودار  2 + 𝑎𝑘−2+. . . . . . +𝑎 + 1 ≥ 𝑎 + 1 > 1   

𝑎𝑘وحسح الفرأ فإن   − 𝑎𝑘عدد أولي أي أن  العامل الثاني لوووووووو  1 − يجح أن يساوي الواحد ومنه      1
a-1 = 1       و      a = 2            

 لأمكن كتابته على النحو :  عددان مؤلفان    kومن جهة ثانية  إذا كان   

𝑘 = 𝑟. 𝑠          حيثs >1             و   r >1     : وبالتالي فإن      
            𝑎𝑘 − 1 = (𝑎𝑟)𝑠 − 1 = (𝑎𝑟 − 1)(𝑎𝑟(𝑠−1) + 𝑎𝑟(𝑠−2)+. . . . . . +𝑎𝑟 + 1) 

𝑟ولكن وجودنوا أن      > 𝑎   و  1 = العواملين في الطرف الثواني  دل على أن قيموة كول منمموا يو      2
𝑎𝑘أكبر من الواحد وهذا يناقض كون  −  لا بد وأن يكون أوليان .   kعددان أوليان مما يثبت أن    1

  ملاحظة: -

22 فإن    k = 2نلاحظ أنه من أجل   − 1 = 22)2عدد أولي والعدد  3 − 1) =   .عدد كامل   6
23   فإن     k = 3ومن أجل     − 1 = 22أولي والعدد  عدد   7

 
(23 − 1) =  عدد كامل  28

25   فإن    k = 5ومن أجل   − 1 = 24عدد أولي والعدد     31
 
(25 − 1) =  عدد كامل   496

2𝑝ظن الرياضوووووووووووويون القدماء أن الصوووووووووووويغة   −  1536تعطي دومان أعدادان أولية ي إلى أن تم في عام    1
211        إثبات أن العدد  − 1 = 2047 = (23)(89)    

 ملاحظة : -
𝑀𝑘تسمى الأعداد    = 2

𝑘 − 𝑘حيث  1 ≥  ((Mersenne numbers))أعداد ميرسن 2
𝑀𝑝وتدعى الأعداد الأولية   = 2

𝑝 − أعداد    𝑀𝑝أن   (1644)أوليات ميرسن ي وقد كتح ميرسن عام    1
= 𝑝 أولية من أجل ال يم :    2 , 3 , 5 , 7 , 13 , 17, 19 , 31 , 6 7, 127 , 257                                

عودد أولي . ثم  𝑀31من أن    1772. وقود تحقق أولرعوام   p < 257ومؤلفوة من أجول ب يوة الأوليوات  
الأولية   عدد مؤلف ي مخالفا لتوقم ميرسن ي ولكن دون أن يعين عوامله 𝑀67أن   1876أثبت لوكاس عام  

 . 1903اضي الأمريكي غريدريك نلسون كول عام التي عينها بعد ذلك الري

 
 
 



 

81 

 

    : (   (   Mobius -  functionدالة موبياس  35- 3- 2
 عدد صحيح موجح كما يلي : nحيث  𝜇(𝑛)نعرف الدالة  تعريف :        

 

           𝜇(𝑛) =

{
 
 

 
 1                𝑛 = عندما 1
0               𝑝2 |𝑛   بحيث  𝑝 إذا وجد  عدد  أولي   
(−1)𝑟 𝑝𝑖  مختلفةأوليات       𝑛 و    = 𝑝1𝑝2. . . 𝑝𝑟     إذا كان   

 

 
𝜇(1)من التعريف ينتج أن           = 1, 𝜇(2) = −1, 𝜇(3) = −1 

                                𝜇(4) = 0, 𝜇(5) = −1, 𝜇(6) = 1 
 أن : لاحظ

                        𝜇(𝑝) =  عدد أولي   p عندما  دومان      1−
                         𝜇(𝑝𝑘) = 𝑘عدد أولي    و    pمن أجل    0 ≥ 2 

 
 ضربية : مبرهنة دالة موبياس  2-3-36

𝜇(1)  إن  الإثبات  : = .𝜇(𝑚   كما مر معنا ولنثبت أن  1 𝑛) = 𝜇(𝑚). 𝜇(𝑛)                            
  عددان أوليان وكان      pنلاحظ أنه إذا كان  1 = ( m  , n )        عندما          

            𝑝2|𝑚 أو   𝑝2|𝑛   فإن   𝑝2|𝑚. 𝑛   وبالتالي :  
                           𝜇(𝑚. 𝑛) = 0 = 𝜇(𝑚). 𝜇(𝑛)                                                      

𝑚    لنفترأ الآن أن        = 𝑝1𝑝2. . . 𝑝𝑟           وأن𝑛 = 𝑞1𝑞2. . . 𝑞𝑠 
𝑞𝑗حيث     , 𝑝𝑖    أوليات مختلفة . فعندها نكتح 

𝜇(𝑚. 𝑛) = 𝜇(𝑝1𝑝2. . . 𝑝𝑟𝑞1𝑞2. . . 𝑞𝑠) = (−1)
𝑟+𝑠 = (−1)𝑟(−1)𝑠 = 𝜇(𝑚)𝜇(𝑛) 

 
𝑛عدد صحيح   من أجل أي  مبرهنة :  2-3-37  ≥  فإن :  1

                                            𝐺(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 = {
1             𝑛 = عندما     1
0            𝑛 > عندما      1

 

 

∑نلاحظ أن  :)غير مطلوب(الإثبات  𝜇(𝑑) =𝑑|1 𝜇(1) =  G ( n ) ولنحسح   n >1لنفترأ أن   1
𝑛    إذا كان  1 = 𝑝𝑘  : نكتح 
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        𝐺(𝑛) = 𝐺(𝑝𝑘) = ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 = 𝜇(1) + 𝜇(𝑝) + 𝜇(𝑝2)+. . . . +𝜇(𝑝𝑘) 
                                 𝐺(𝑝𝑘) = 𝜇(1) + 𝜇(𝑝) = 1 + (−1) = 0 

𝑛    إذا كان      2 = 𝑝1
𝑘1𝑝2

𝑘2 . . . . . . . . 𝑝𝑟
𝑘𝑟   فإن 

          𝐺(𝑛) = 𝐺(𝑝1
𝑘1𝑝2

𝑘2 . . . . . . . . 𝑝𝑟
𝑘𝑟) = 𝐺(𝑝1

𝑘1). 𝐺(𝑝2
𝑘2). . . . . . 𝐺(𝑝𝑟

𝑘𝑟) 
𝐺(𝑛)دالة ضربية وينتج من ذلك أن  :      𝐺(𝑛)ضربية فإن   𝜇(𝑑)ولما كانت الدالة   = 0 

 ومنه   10 , 5 , 2 , 1   هي      nي    إن قواسم     n = 10لتكن     مثال :
𝐺(10) = ∑ 𝜇(𝑑)

𝑑|10

= 𝜇(1) + 𝜇(2) + 𝜇(5) + 𝜇(10)  = 1 + (−1) + (−1) + 1 =  0   

 ( Mobius inversion formula )صيغة موبياس للتعاكس :   2-3-38

𝐹(𝑛)          دالتين عدديتين وكان :      f  ,  Fإذا كانت :   = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛 
𝑓(𝑛)فإن :                = ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 𝐹(

𝑛

𝑑
) = ∑ 𝜇(

𝑛

𝑑
)𝑑|𝑛 𝐹(𝑑) 

 :       لأن F (n )  تتعين بشكل وحيد بدلالة  f ( n ) نلاحظ أولان أن الدالة   :)غير مطلوب(الإثبات  
   𝑓(2) = 𝐹(2) − 𝐹(1) ⇐ 𝐹(2) = 𝑓(2) + 𝑓(1)    ,     𝐹(1) = 𝑓(1) 

𝑓(3) = 𝐹(3) − 𝐹(1) ⇐ 𝐹(3) = 𝑓(1) + 𝑓(3)              
∑ولحسواب المقدار     .Fبشوكل تدريجي بدلالة   fوهكذا نوجد قيم   𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 𝐹(

𝑛

𝑑
نكتح من تعريف    (

)F                             :𝐹الدالة 
𝑛

𝑑
) = ∑ 𝑓(𝑚)

𝑚|
𝑛

𝑑

 

 الموجبة فنجد :  nونجمم على قواسم   𝜇(𝑑)نضرب الطرفين بو 
  ∗ ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 𝐹(

𝑛

𝑑
) = ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 ∑ 𝑓(𝑚)

𝑚|
𝑛

𝑑

= ∑ ∑ 𝜇(𝑑)𝑓(𝑚)
𝑚|

𝑛

𝑑
𝑑|𝑛 

𝑛تمسووح جميم قواسووم     mو     nتمسووح جميم قواسووم     dولكن القول إن  

𝑑
تمسوح   mيكافىء القول إن    

𝑛تمسح جميم قواسم      dو   nجميم قواسم  

𝑚
 على النحو :  *   تح العلاقةلذا يمكن أن نك    

                     ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 𝐹(
𝑛

𝑑
) = ∑ 𝑓(𝑚)𝑚|𝑛 ∑ 𝜇(𝑑)

𝑑|
𝑛

𝑚

 

∑      ولكن قيمة المجموع 𝜇(𝑑)
𝑑|

𝑛

𝑚

𝑛تسووووووووواوي الواحد  عندما   37-3-2حسااااااب المبرهنة      

𝑚
= 1   

 دا ذلك  الأمر الذي يبين أن :وتساوي الصفر فيما ع     m = n   أي عندما
             ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 𝐹(

𝑛

𝑑
) = ∑ 𝑓(𝑚)𝑚=𝑛 . 1 = 𝑓(𝑛) 

𝑛فإن    nجميم قواسم    dنعلم أن إذا مسحت   ملاحظة: -

𝑑
 لذا يمكن أن نكتح :   nتمسح أيضان قواسم    

                 𝑓(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑)𝑑|𝑛 𝐹(
𝑛

𝑑
) = ∑ 𝜇(

𝑛

𝑑
)𝑑|𝑛 𝐹(𝑑) 
 ونكتح   10 , 5 , 2 , 1هي    n  فتكون قواسم     n = 10وعلى سبيل المثال نأخذ 
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∑ ∑ 𝜇(𝑑)𝑓(𝑚)

𝑚|
10
𝑑

𝑑|10

= 𝜇(1)[𝑓(1) + 𝑓(2) + 𝑓(5) + 𝑓(10)] + 

                  + 𝜇(2)[𝑓(1) + 𝑓(5)] + 𝜇(5)[𝑓(1) + 𝑓(2)] + 𝜇(10)𝑓(1) 

= 𝑓(1)[𝜇(1) + 𝜇(2) + 𝜇(5) + 𝜇(10)] + 𝑓(2)[𝜇(1) + 𝜇(5)] + 
+𝑓(5)[𝜇(1) + 𝜇(2)] + 𝑓(10)𝜇(1) = ∑ ∑ 𝑓(𝑚)𝜇(𝑑)

𝑑|
10
𝑚

𝑚|10

 

 
 تطبيقات   2-3-39

=نعلم أن          -1     

nd

n 1)(          و=

nd

dn )( 

 باستخدام صيغة موبياس للتعاكس نجد أن 
     𝑛 = ∑ 𝜇(

𝑛

𝑑
)𝜎(𝑑)𝑑|𝑛                  1و = ∑ 𝜇(

𝑛

𝑑
)𝜏(𝑑)𝑑|𝑛 

𝑛عندما  ≥ 1   
𝐹(𝑛)دالتين عدديتين وكان    F , f  إذا كانت  مبرهنة  :   2-3-40 = ∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛 

 دالة ضربية .   fدالة ضربية فإن    F(n)وإذا كانت         
  )غير مطلوب(البرهان

 نهاية هذا الفصل سنورد تعريفان لدالتين عدديتين دون التعرأ لخواصهماو 
 𝝀(𝒏)  s Function ) ’ ( Liouville( :  دالة ليوفيل 1تعريف )
 نعرف دالة ليوفيل كما يلي :        

𝜆(𝑛) = {
1                                           𝑛 = عندما      1
(−1)𝛼1+𝛼2+...+𝛼𝑟                 𝑛 = 𝑝1

𝛼1𝑝2
𝛼2 . . . 𝑝𝑟

𝛼𝑟 عندما
 

                    𝝀(𝟏) = 𝟏, 𝝀(𝟐) = 𝝀(𝟑) = 𝝀(𝟓) = −𝟏 
 مما يدل على أن 

          𝝀(𝟒) = 𝝀(𝟔) = 𝟏, 𝝀(𝟕) = 𝝀(𝟖) = −𝟏, 𝝀(𝟗) = 𝝀(𝟏𝟎) = 𝟏 
 ويلاحظ مباشرة من التعريف أنها دالة ضربية .
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 Function (Mangoldt    ( ∧(n)  ( :  دالة مانجولد2تعريف )
 دالة مانجولد كما يلي : نعرف         

         ∧ (𝑛) = {
𝑙𝑜𝑔 𝑝             𝑘 ≥ 𝑛     و  𝑝  أولي        و   1 = 𝑝𝑘 عندما
فيما   عدا  ذلك                    0

 

 
 تمرين : برهن أن 

1.  ∑ ∧ (𝑛)𝑑|𝑛 = log 𝑛   

2. ∧ (𝑛) = ∑ 𝜇 (
𝑛

𝑑
) 𝑙𝑜𝑔𝑑𝑑|𝑛  

 

 تمارين 
 
,𝛼أثبت أنه إذا كان    (   1 𝛽 ∈ ℜ : فإن 

1) [4𝛼] + [4𝛽] ≥ 2[𝛼] + 2[𝛽] + [𝛼 + 𝛽] 
2) [4𝛼] + [4𝛽] ≥ 3[𝛼] + 3[𝛽] + [𝛼 + 𝛽] 

3) [3𝛼] + [3𝛽] ≥ [𝛼] + [𝛽] + 2[𝛼 + 𝛽] 

 عددين صحيحين فأثبت أن :     n , mإذا كان    (2

(1هو عدد صحيح                            
(4𝑚)!(4𝑛)!

(𝑚!)2(𝑛!)2[(𝑚+𝑛)!]2
 

 
(2هو عدد صحيح                               

(4𝑚)!(4𝑛)!

(𝑚!)3(𝑛!)3(𝑚+𝑛)!
 

 
(3هو عدد صحيح                                 

(3𝑚)!(3𝑛)!

𝑚!𝑛![(𝑚+𝑛)!]2
 

 

7𝑛)تقسم    7أثبت أن أس اكبر قوة للعدد    (3 − 7𝑛)هي  !(3 − 6𝑛 − 1)
6
⁄ 

5𝑛)تقسم   5أثبت أن أس اكبر قوة للعدد    (4 − 5𝑛)هي  !(4 − 4𝑛 − 1)
4
⁄ 

 .   ! 80   تقسم  3أوجد أس أكبر قوة للعدد   (  5

 .    ! 2400   تقسم  7أوجد أس أكبر قوة للعدد     (6
𝜇(𝑛)𝜇(𝑛عددان صحيحان موجبان  فأثبت أن :   nإذا كان    (7 + 1)𝜇(𝑛 + 2)𝜇(𝑛 + 3) = 0 



 

85 

 

≤إذا كان     (8 3n     أثبت أن                 ∑ 𝜇(𝑘!) = 1𝑛
𝑘=1 . 

𝑛إذا كووان   ( 9 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . 𝑝𝑟
𝛼𝑟     حيووث𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑟    أوليووات مختلفووة وإذا كووانووت الوودالووةf  

 دالة ضربية فأثبت أن :

1) ∑ 𝜇(𝑑 )

𝑑| 𝑛

𝑓(𝑑 ) = (1 − 𝑓(𝑝1))(1 − 𝑓(𝑝2)). . . . . . . . (1 − 𝑓(𝑝𝑟)) 

2) ∑ 𝜇(𝑑 )

𝑑| 𝑛

𝜏(𝑑 ) = (−1)𝑟 

3) ∑ 𝜇(𝑑 )

𝑑| 𝑛

𝜎(𝑑 ) = (−1)𝑟𝑝1𝑝2. . . . . . . . 𝑝𝑟 

                        4)∑ 𝑑 .𝑑| 𝑛 𝜇(𝑑 ) = (1 − 𝑝1)(1 − 𝑝2). . . . . . . . (1 − 𝑝𝑟) 
𝑛دالة ليوفيل و       𝜆(𝑛)إذا كان         (10   >  فأثبت أن :  0

     ∑ 𝜆(𝑑)𝑑|𝑛 = {
1                 𝑛 = 𝑚2 بحيث 𝑚  إذا وجد  عدد  صحيح
          فيما  عدا ذلك             0

 

,𝑎)   إذا كان   ( 11 30) = |240أثبت أن               1 𝑎4 − 1 . 
𝑛  إذا كان  ( 12 ≥ |240أثبت أن  0 𝑓(𝑛)   حيث𝑓(𝑛) = 6.174𝑛 − 5.134𝑛

2
− 1 

,𝑎)عددان فرديان و  aإذا كان   ( 13 3) = 𝑎4|192أثبت أن : 1 + 14𝑎2 − 96𝑎 + 81 
 مربعان كاملان .   nيكون عددان فرديان إذا وفقلا إذا كان     𝜏(𝑛)أثبت أن    (14
𝑛ان يكون عددان فرديان إذا وفقلا إذا ك 𝜎(𝑛)أثبت أن   (15 = 𝑚2 أو𝑛 = 2𝑚2  من أجل عدد ماm.   
𝜏(𝑛)حتى يكون   nأوجد صيغة  (16 = 𝜎(𝑛)يحقق العلاقة : nي هل يوجد عدد  10 =  ؟  10
𝑘  إذا كان   ( 17 ≥ 𝑛أثبت ما يلي :                0 = 2𝑘−1 ⇒ 𝜎(𝑛) = 2𝑛 − 1    
𝑒1علمان أن       𝜓(3025)   1احسح :    ( 18 = 1, 𝑒2 = 4, 𝑒3 = 7 

                  2    𝜓(50)         علمان أن𝑒1 = 0, 𝑒2 = 3, 𝑒3 = 4 
                  3   𝜓(168)          علمان أن𝑒1 = 0, 𝑒2 = 1, 𝑒3 = 9  

 .   أثبت أن قوة عدد أولي لا يمكن أن يكون عددان كاملان   ( 19
 .   ون عددان كاملان لا يمكن أن يك  𝑛2أثبت أن   ( 20
 .   جداء أي عددين أوليين فرديين ليس عددان كاملان   ( 21
∑أثبت أن            عددان كاملان   𝑛إذا كان   ( 22

1

2
= 2𝑑|𝑛   

𝑛من أجل أي عدد كامل  ( 23 >  .      9الواحد بالمقاس  يطابق   nثبت أن مجموع أرقام أ    6
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 .   لأي قاسم لعدد كامل أن يكون كاملان أثبت أنه لا يمكن   ( 24
 استخدم مبرهنة اولر اثبات ما يلي :   ( 25

1)𝑎37 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑1729)  
  2)𝑎13 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑2730) 

𝑎33(3  عدد صحيح فردي      aعلمان أن           ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑4080) 
,𝑎)   أثبت أنه إذا كان (   26 𝑛) = (𝑎 − 1, 𝑛) =  فإن :  1

                        1 + 𝑎 + 𝑎2+. . . . . . . +𝑎𝜑(𝑛)−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛) 
,𝑚)   إذا كان (   27 𝑛) =  عددان صحيحان موجبان   m وn  حيث    1

𝑚𝜑(𝑛)فأثبت أن:                    + 𝑛𝜑(𝑚) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚𝑛) 
,3}أثبت أن المجموعة (   28 32, 33, 34, 35,  . 14مختزلة بالمقاس  وعة بواقيهي مجم  {36
,2}أثبت أن المجموعة (   29 22, 23, . . . . . ,  .  27مختزلة بالمقاس  هي مجموعة بواقي   {216
𝑛إذا كان  (   30 > 𝜏(𝑛2)لا يحوي عوامل أولية مكررة فأثبت أن   1 = 𝑛 إذا 

 .  n = 3  وفقلا إذا كان         
𝜎(3𝑛|3أثبت أن   (   31  + 𝜎(4𝑛|4و      (2 +  .  nصحيح موجح  من أجل أي عدد  (3
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 الفصل الرابع
 المراتب والجذور الأولية والأدلة

 

 

 المراتب والجذور الأولية والأدلة  4-1
  aيح  إليه العدد الصوووووووووح  )أو الأس الذي ينتمي m  بالمقاس  aإن مرتبة العدد :   المرتبة  تعريف  4-2-1

يحقق العلاقووووة     eهوأصووووووووووووووغر عوووودد صووووووووووووووحيح موجووووح     1 = ( a , m )   حيووووث  mبووووالمقوووواس 
𝑎𝑒 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)  ي ونقول إنe  هو الووووودليووووول الوووووذي ينتمي إليوووووه العوووووددa  بوووووالمقووووواسm  ونكتوووووح

𝑒 ≡ 𝐼𝑛𝑑𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
 :   نلاحظ أن مثال :

23  لان:  3هي  7بالمقاس  2مرتبة العدد   - ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) , 22 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7) ,21 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑7) 
25لان:  5هي 6 بالمقاس  2مرتبة العدد   - ≡ 1(𝑚𝑜𝑑6) 

 . 6بالمقاس  5هو دليل العدد  2نقول إن كذلك
 ذلك أن :   6هي  14بالمقاس  3مرتبة  العدد  -

 31 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑14),   32 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑14),   33 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑14),  

34 ≡ 11(𝑚𝑜𝑑14),   35 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑14), 36 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑14),     

 

فوووووإن   mبوووووالمقووووواس  eتسوووووووووووووووووواوي  aإذا كوووووانوووووت مرتبوووووة العووووودد الصووووووووووووووحيح   مبرهناااة :  4-2-2 -
𝑎𝑘 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)    إذا وفقلا إذا كان𝑒|𝑘 

𝑘فإن     𝑒|𝑘إذا كان    الإثبات : = 𝑒𝑒1  وبالتالي 
𝑒𝑘فإن                           = (𝑒𝑒)𝑒1 ≡ (1)𝑒1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

𝑎𝑘عددان صحيحان موجبان يحقق العلاقة  kوبالعكس إذا كان  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
𝑘          فحسح خوارزمية القسمة نكتح      = 𝑒𝑞 + 𝑟0 ≤ 𝑟 < 𝑒 

                                           𝑎𝑘 ≡ (𝑎𝑒)𝑞 . 𝑎𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
𝑎𝑟فوإن العلاقوة الأخيرة تعطي  mيطوابق الواحود بوالمقواس  𝑎𝑒و  𝑎𝑘ولموا كوان كول من  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

0هي أصغر عدد صحيح موجح يحقق التطابق السابق و  eولكن حسح تعريف المرتبة فإن  ≤ 𝑟 < 𝑒 
  𝑒|𝑘أي            r = 0         ,       k = e qإذان       



 

88 

 

𝑎𝜑(𝑚)نعلم من مبرهنوة أولر أن  نتيجاة :  - ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) إذا كوانوت  مموا يودل على أنوهe    مرتبوةa  
  mبوالمقواس    aيكفي أن تبحوث عن مرتبوة العودد    وبوالتوالي 𝜑(𝑚)يجوح أن تقسووووووووووووووم    e فوإن  mبوالمقواس  

 𝜑(𝑚)بين قواسم  
𝜑(13)نحسووووح    13بالمقاس    2فعلى سووووبيل المثال  إذا أردنا البحث عن مرتبة العدد   = ونبحث  12

 فنكتح   12 , 6 , 4 , 3 , 2 , 1 أي بين الأعداد  12عن المرتبة بين قواسم العدد 
          212 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13)  , 26 ≡ 12    ,24 ≡ 3   ,23 ≡ 8  ,  22 ≡ 4    

  13بالمقاس  12هي  2بة العدد أي أن مرت
  للمعادلة ؟  أي هل  12بالمقاس    𝜑(12) مرتبته بالمقاس aيوجد عدد  هل  : تمرين -

         𝑎4 ≡ 1( 𝑚𝑜𝑑 12)  حل؟ 
و يصووووووووغره لذا نبحث عن العدد     12إن وجد يجح أن يكون أوليان نسووووووووبيان مم   𝑎 نعلم من التعريف أن العدد 

𝑎  و هنا نرى أن :  {1,5,7,11}أي ضمن المجموعة   12ضمن مجموعة البواقي المختزلة للعدد 
                         12 = 52 = 72 = 112 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑12) 

 إذان لا يوجد للمعادلة المعطاة حل.
𝑎𝑡   فإن  e  هي m   بالمقاس  a  كانت مرتبةإذا مبرهنة :   4-2-3 ≡ 𝑎𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

𝑡إذا وفقلا إذا كان                ≡ 𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑒) 
𝑎𝑡لنفترأ أولان أن     الإثبات : ≡ 𝑎𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑚)   حيث𝑡 ≥ 𝑠  نعلم أن  . و( a , m ) = 1      لذا

𝑎𝑡−𝑠    من الطرفين لنجد :  𝑎𝑠يمكن اختصار  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
𝑒|𝑡وحسح ماسبق فإن      − 𝑠        أي𝑡 ≡ 𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑒)  

𝑡وبالعكس إذا كان  ≡ 𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑒)   : لأمكننا أن نكتح  𝑡 = 𝑠 + 𝑞𝑒       
𝑎𝑒ولدينا  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)   أي    𝑎𝑡 ≡ 𝑎𝑠. (𝑎𝑒)𝑞 ≡ 𝑎𝑠+𝑞𝑒 ≡ 𝑎𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

,𝑎فإن الأعداد  eهي  mبالمقاس  a إذا كانت مرتبة نتيجة: - 𝑎2, . . . , 𝑎𝑒 متطابقة بالمقاس غير m . 
𝑎𝑡لو كان     البرهان :  ≡ 𝑎𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑚)      1   حيث ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑒  

𝑡فإن المبرهنة السابقة تؤكد أن  ≡ 𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑒)   وهذا غير ممكن من  أجل القوى المختلفة لوa . السابقة 
< 𝑘وكان    m بالمقاس    eتسووواوي   aإذا كانت مرتبة العدد  مبرهنة :    4-2-4  𝑎𝑘فإن مرتبة     0 

𝑒هي   mبالمقاس  

𝑑
𝑑حيث   = (𝑘, 𝑒) 

𝑑لما كان    الإثبات : = (𝑘, 𝑒)   : فإن𝑘 = 𝑘0𝑑 , 𝑒 = 𝑒0𝑑   و (𝑘0, 𝑒0) = 1 
 لكان :  mبالمقاس  𝑎𝑘هي مرتبة  rفإذا افترضنا أن         
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              𝑒|𝑘𝑟 ⇒𝑒0|𝑘0𝑟(𝑎
𝑘)𝑟 ≡ 𝑎𝑘𝑟 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇒ 

,𝑘0)ولما كان    𝑒0) =   𝑒0|𝑟       (1تج أن         ين            1
𝑒|𝑘𝑟 ومن جهة أخرى نكتح :   ⇒𝑒0|𝑘0𝑟(𝑎

𝑒)𝑘0 ≡ 𝑎𝑒𝑘0 ≡ 𝑎𝑒𝑑𝑘0 ≡ (𝑎𝑘)𝑒0 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
  𝑟|𝑒0     (2فإن             mبالمقاس   𝑎𝑘هي مرتبة   rولما كانت  

𝑟  ينتج أن     2)  و1ومن العلاقتين ) = 𝑒0 =
𝑒

𝑑
  

,𝑘)إذا كان نتيجة :    - 𝑒) =   mبالمقاس   aتساوي مرتبة  𝑎𝑘فإن مرتبة   1
 13بالمقاس    12إلى    1عين مراتح الأعداد من  تمرين :   
 تح الجدول التالي :بالاعتماد على المبرهنات السابقة يمكن أن نر الحل :   

 
 العدد 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

 المرتبة  1 12 3 6 4 12 12 4 3 6 12 2
 
 12تساوي  13بالمقاس  2يلاحظ من الجدول أن مرتبة العدد  

22ومرتبة  = 12تساوي  4

2
= 6              

23ومرتبة  = 12تساوي   8

3
= 4  

24ومرتبة  ≡ 3(𝑚𝑜𝑑13)  12تساوي

4
= 3  

25ومرتبة  ≡ 6(𝑚𝑜𝑑13)   (5,12)لأن  12تساوي = 1  
26ومرتبة  ≡ 12(𝑚𝑜𝑑13)   12تساوي

6
= (6,12)لأن  2 = 6  

27ومرتبة ≡ 11(𝑚𝑜𝑑13)   (7,12) لأن 12تساوي = 1  
28ومرتبة   ≡ 9(𝑚𝑜𝑑13)   12تسوووواوي

4
= 32 :ويمكن أن نكتح   3 = 9  , (2,3) =    فمرتبة   1

 = 3أي    13بالمقاس   3  تساوي مرتبة 9
29ومرتبة     ≡ 5(𝑚𝑜𝑑13)   12تساوي

(9,12)
= 4  

210ومرتبة    ≡ 10(𝑚𝑜𝑑13)   12تساوي

(10,12)
= 6 

211ومرتبة    ≡ 7(𝑚𝑜𝑑13)   12تساوي

(11,12)
= 12 

  fتسوووووووووواوي     bومرتبة  العدد    m بالمقاس    eتسوووووووووواوي   aإذا كانت مرتبة العدد  مبرهنة :    4-2-5
,𝑒) وكان   m بالمقاس 𝑓) = .𝑎   فإن مرتبة  1 𝑏   بالمقاس m   تساويf e.   
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 أي أن                  kهي   mبالمقاس    . b aلنفترأ أن مرتبة  الإثبات :  
          (𝑎. 𝑏)𝑘 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)  وبرفم الطرفين إلى القوةe   : نجد 

                  ((𝑎𝑏)𝑘)𝑒 ≡ (𝑎𝑒)𝑘𝑏𝑘𝑒 ≡ 𝑏𝑘𝑒 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
,𝑓)ولكن    𝑓|𝑘𝑒فإن     fهي    bولما كانت مرتبة   𝑒) =  𝑓|𝑘الأمر الذي يعطي   1

𝑓(𝑘(𝑎𝑏))    :   وبمناقشة مماثلة يمكن أن نكتح  ≡ 𝑎𝑘𝑓 . (𝑏𝑓)𝑘 ≡ 𝑎𝑘𝑓 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
,𝑓)و  𝑒|𝑘𝑓فإن    mبالمقاس    eهي   aولما كانت مرتبة   𝑒) =  أي  1

𝑒|𝑘               وبالتالي فإن𝑒. 𝑓|𝑘      (1  
𝑒.𝑓(𝑎𝑏)ومن جهة أخرى نجد أن         ≡ (𝑎𝑒)𝑓 . (𝑏𝑓)𝑒 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

.𝑎  بة ولما كانت مرت 𝑏    هيk   فإن𝑘|𝑒. 𝑓  (2  
𝑘  نجد أن       2  و )1من العلاقتين ) = 𝑒. 𝑓  

و       2تسوووووووووووووواوي  7بالمقاس    6ومرتبة العدد  3تسوووووووووووووواوي    7بالمقاس   2نلاحظ أن مرتبة العدد    مثال :
(2,3) =  7بالمقاسالناتج عن ضربهما  ي وبالتالي فإن مرتبة العدد  1

    2.6 = 12 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7)     56أي:  6 = 2 . 3   تساوي ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) 
 هو أصغر عدد يحقق هذا التطابق . 6والعدد 

 )) Primitive roots , Indices  ((جذور الأولية والأدلة ال  4-2
(𝑎,𝑚)تعريف الجاذر الأولي : إذا كاان   4-2-1 =   𝜑(𝑚)تسوووووووووووووواوي   mبوالمقواس   aوكوانوت مرتبوة   1

  .mيدعى الجذر الأولي للعدد  aفإن 
𝑎𝜑(𝑚)هو أصوغر عدد صوحيح موجح يحقق العلاقة  𝜑(𝑚)أي إذا كان العدد  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)   وكان
(𝑎,𝑚) =  . mهو جذر أولي للعدد  aفإن   1

 وقد لا يوجد لعدد ما أي جذر أولي .  mيمكن أن يكون لعدد ما عدة جذور أولية بالمقاس  
𝜑(13)تسووووووواوي   {2,6,7,11}رأينا سوووووووابقان أن مرتبة كل عدد من الأعداد     مثال : =   13فللعدد   12

𝑎12أو نقول أن للمعادلة أربعة جذور أولية  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑13)  .أربعة حلول 
𝜑(12)  ونعلم أن  12بالمقاس    4كما رأينا أنه لا يوجد أي عدد مرتبته تسوووووووووواوي   =  12أي ليس للعدد  4

 .أي جذر أولي 
 
(𝑎,𝑚)مبرهنااااة : إذا كاااان   4-2-2 = فوووووإن مجموعوووووة  mجوووووذران أوليوووووان للعووووودد   aوإذا كوووووان   1

,𝑎}الأعداد  𝑎2, . . . . . , 𝑎𝜑(𝑚)} ي مختزلة بالمقاس هي بواقm. 
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𝑎𝜑(𝑚)فإن     mجذر أولي لو     aبما أن الإثبات :   ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚)  وحسح نتيجة 
,𝜑(𝑚)     :𝑎فوإن الأعوداد التواليوة التي عوددهوا   3-2-8المبرهنوة  𝑎2, . . . . . , 𝑎𝜑(𝑚)    غير متطوابقوة
(𝑎,𝑚)ولودينوا من جهوة ثوانيوة  .  mبوالمقواس  = هي أوليوة نسووووووووووووووبيوان أي أن   aن قوى  مموا يودل على أ  1

𝑇𝑚المجموعة    = {𝑎, 𝑎2, . . . . . , 𝑎𝜑(𝑚)}   هي مجموعة بواقي مختزلة بالمقاسm . 
(𝑎,𝑚) حيث    aوكان هذا الجذر هو   mإذا وجد جذر أولي للعدد مبرهنة :    4-2-3 = 1 

 . ان أولي جذران  𝜑(𝜑(𝑚))  يملك mلعدد افإن               
(𝑎,𝑚)أي     mجذر أولي للعدد  هو    aلنفترأ أن ثبات :   الإ = 𝜑(𝑚)    ومرتبة 1 = 𝑎  بالمقاس
m     إن أي جذر أولي لووووووووووووووووو .m    يجح أن يكون أوليان نسووبيان ممm   فهو أحد عناصوور مجموعة البواقي

𝑇𝑚أي هو أحد عناصر المجموعة   mالمختزلة بالمقاس   = {𝑎, 𝑎2, . . . . . , 𝑎𝜑(𝑚)}  . 
,𝜑(𝑚))إذا كان      mبالمقاس    aتسووووووواوي مرتبة    mبالمقاس   𝑎𝑘ونعلم أن مرتبة   𝑘) = أي أن   1

   m) أي عوودد الجووذور الأوليووة للعوودد  T(m)من المجموعووة  𝜑(𝑚) هيعوودد العنوواصوووووووووووووور التي مرتبتهووا 
 . 𝜑(𝜑(𝑚))فهو يساوي  T(m)من بين عناصر  𝜑(𝑚)يساوي عدد العناصر الأولية نسبيان مم 

هي   rأي إذا كووانووت مرتبووة   pجووذران أوليووان لوووووووووووووووووووووووووووو   rعووددان أوليووان وإذا كووان   pإذا كووان نتيجااة :    -
𝜑(𝑝) = 𝑝 − 𝜙(𝑝يساوي  pفإن عدد الجذور الأولية للعدد  1 − 1)  . 

𝜑(7)فإن   p= 7وعلى سبيل المثال إذا كان   = 𝜑(6)و  6 =  جذران أوليان  7فإنه يوجد للعدد  2
3𝑒يحقق التطابق    3أس أصوووغر قوة للعدد , ذلك أن    3 , 5هما   ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)   3أي أن العدد   6هو 

36و     7هو الجوذر أولي للعودد  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)  3  كذلك نجود أن𝑒  حيوث(𝑒, 6) = 𝑒يحقق   1 = 5 
35ولدينا  35أي هو  ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7)  56ومنه ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)  7لعدد ل اني أوليان ثجذران  5العدد  أي . 

 دون سرد لإثباتها . سنورد فيما يلي المبرهنة الهامة التالية
 من الشووووووووووووووكوول  أو    m=4أو    m=2جووذر أولي إذا وفقلا إذا كووان  mيوجوود للعوودد :  مبرهناة 4-2-4

𝑚 = 𝑝𝑛    أو𝑚 = 2𝑝𝑛  حيثp  و عدد أولي فرديn . عدد صحيح موجح 
  . 9د أوجد الجذور الأولية للعد   تمرين :
𝑇(9)هي :     9إن مجموعة البواقي المختزلة للعدد    الحل : = {1,2,4,5,7,8} 

 .  𝑇(9)والجذور الأولية إن وجدت تساوي قوى عناصر المجموعة 
22: ونلاحظ أن = 4 , 23 = 8 , 24 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑9) , 25 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑9), 26 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑9)  

𝜑(9).  ونعلم أن      9 هو جذر أولي للعدد   2أي أن العدد   = 𝜑(32) = 6 , 
         𝜑(𝜑(9)) = 𝜑(6) =   = 2 أي أن عدد الجذور الأولية     2
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  ,   k = 5  أي  . 6أوليان نسووووووبيان مم    kبحيث يكون    2𝑘ولنبحث عن الجذر الأولي الثاني بين الأعداد 
25 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑9)  ح يقة فإن هو الجذر الأولي الثاني . في ال 5والعدد 

                52 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑9),   53 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑9) ⇒ 56 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑9)  . 

 (: Indicesالأدلة )  4-3
فوإن   mأوليوان نسووووووووووووووبيوان مم   𝑏وإذا كوان    mجوذران أوليوان للعودد    rإذا كوان   تعريف الادليال :   4-3-1

k  :1أصوووووغر عدد صوووووحيح موجح  ≤ 𝑘 ≤ 𝜑(𝑚)   يحقق العلاقة𝑏 ≡ 𝑟𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑚)   يسووووومى دليل
ونكتوووح              mوالمقووواس   rبوووالأسوووووووووووووووواس  𝑏أو أختصوووووووووووووووواران دليووول  𝑏أو لغووواريتم أولر للعووودد  𝑏  أولر للعووودد 

𝑘 = 𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑎 ⇔ 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑎
≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

𝑟أن  بما   مثال : = 𝜑(5)و   5هو جذر أولي للعدد      2 =  جد :فن  2قوى العدد  و أن 4
21 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑5) , 22 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑5), 23 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑5), 24 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑5)       

𝐼𝑛𝑑لذا نقول إن       
2
2 = 1  ,     𝐼𝑛𝑑

2
4 = 2,   𝐼𝑛𝑑

2
3 = 3,    𝐼𝑛𝑑

2
1 = 4 

لذا قد يقرأ  لعح دور أسووووووووووووواس اللغارتيم المعروفةيلعح دور اللغارتيم وأن الجذر الأولي  ي الدليلونلاحظ أن 
 معطى لغاريتم أولر لذلك العدد.في بعض الأحيان دليل عدد 

عددين صووووووووووووحيحين وكان   N  , Mوإذا كان     mجذران أوليان للعدد   rإذا كان   خواص الأدلة  :  4-3-2
(𝑀.𝑁,𝑚) =  فإن  1

1          𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀 = 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) ⇔ 𝑀 ≡ 𝑁(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

 ن تعريف الأدلة نكتح م   البرهان :
𝑀 = 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀
(𝑚𝑜𝑑𝑚) ∧ 𝑁 = 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑁
(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

   𝑀 ≡ 𝑁(𝑚𝑜𝑑𝑚)  ⇔ 𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀
≡ 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑁
(𝑚𝑜𝑑𝑚)       

 فإن :  3-1-4حسب المبرهنة و
𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀
≡ 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑁
(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇔ 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑀 ≡ 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

2             )𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀.𝑁 ≡ (𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑀 + 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁)(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

 لدينا   :)غير مطلوب(البرهان 
𝑀𝑁 = 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀𝑁
,      𝑀 = 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀
,     𝑁 = 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑁
⇒     𝑀. 𝑁 = 𝑟

𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀+𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁   ومنه 

𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀𝑁

≡ 𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀+𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁
(𝑚𝑜𝑑𝑚) ⇔ 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑀𝑁 ≡ 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑀+ 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

 3)                   𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀𝑘 ≡ 𝑘 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑀(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚))    , 𝑘 > 0 

𝑀𝑘لدينا                     :)غير مطلوب(البرهان  ≡ 𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀𝑘

(𝑚𝑜𝑑𝑚)  
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𝑀𝑘ومن جهة أخرى      ≡ (𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀
 )𝑘 ≡ 𝑟

𝑘𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑀
(𝑚𝑜𝑑𝑚) 
𝐼𝑛𝑑ومنه فإن                       

𝑟
𝑀𝑘 ≡ 𝑘 𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑀(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

𝐼𝑛𝑑نتيجة لما سبق نلاحظ أن                
𝑟
1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

                                         𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑟 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

 إن :ف  mجذرين أوليين مختلفين للعدد    s , rإذا كان    (4
                         𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁 ≡ (𝐼𝑛𝑑

𝑠
𝑁)(𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑆)(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

𝑁 لدينا       :)غير مطلوب(البرهان  ≡ 𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑁
= 𝑆

𝐼𝑛𝑑
𝑠
𝑁
(𝑚𝑜𝑑𝑚)  

𝑆ولكن                 ≡ 𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑆
(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

𝑁ومنه            ≡ 𝑟
𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑁
≡ 𝑟

(𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑆)𝐼𝑛𝑑

𝑠
𝑁
(𝑚𝑜𝑑𝑚) 

 الأمر الذي يكافىء :
                  𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑁 ≡ (𝐼𝑛𝑑

𝑠
𝑁)(𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑆)𝑚𝑜𝑑(𝜑(𝑚)) 

 :نجد   N = rإذا كان   نتيجة : -

            𝐼𝑛𝑑
𝑟
𝑟 ≡ 1 ≡ (𝐼𝑛𝑑

𝑠
𝑟)(𝐼𝑛𝑑

𝑟
𝑆) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝜑(𝑚)) 

 
 لذا فإن جدول   m = 13هو جذر أولي للعدد   2لقد وجدنا أن العدد   تمرين :

 : هو  13والمقاس    2الأدلة بالنسبة لدساس            
 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 N 
6 7 10 8 3 11 5 9 2 4 1 12 𝐼𝑛𝑑

2
 

 
   حل التطابقات غير الخطية باستخدام الأدلة  :  4-4

 تستخدم الأدلة في إيجاد حلول بعض التطابقات  غير الخطية وسنبين ذلك في الأمثلة التالية :     
7𝑥3 لنوجد حلول التطابق :          ( :1تمرين ) ≡ 3(𝑚𝑜𝑑13) 
  2التطابق بالنسوووووووووبة لدسووووووووواس  ي لنأخذ الدليل لطرفي   13هو جذر أولي للعدد   2رأينا أن العدد    الحل :

𝜑(13)     حيث  فنجد حسح خواص الأدلة : = 12 
𝐼𝑛𝑑
2
7 + 3 (𝐼𝑛𝑑

2
𝑥) ≡ 𝐼𝑛𝑑

2
3(𝑚𝑜𝑑12) 

 نجد : 2ساس بالنسبة لد 13وباستخدام جدول الأدلة السابق للعدد 
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                                    11 + 3(𝐼𝑛𝑑
2
𝑥) ≡ 4(𝑚𝑜𝑑12) 

𝐼𝑛𝑑وبفرأ 
2
𝑥 ≡ 𝑦          3نجد𝑦 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑12)  ولما كان, (3,12) = 33|̸5   

 فليس للتطابق الخطي الأخير حل مما يدل على أنه ليس للتطابق الأصلي حل .
7𝑥3:         لنوجد حلول التطابق   ( :2تمرين ) ≡ 4(𝑚𝑜𝑑13) 
إيجاد حلول التطابق   نجد أنه لحل التطابق يكفي  1باسووووووووتخدام الطريقة المسووووووووتخدمة في التمرين )        

3𝑦الخطي :              ≡ 3(𝑚𝑜𝑑12)   
,لوودينووا هنووا    (3,12) = ي   12أي يوجوود للتطووابق الخطي ثلاث حلول غير متطووابقووة بووالمقوواس   3|33
𝑦             طة التأكد أن حلول التطابق هي :ويمكن ببسا = 1,5,9 

𝑦 التي تقابل قيم  xوبالعودة إلى الجدول السابق والبحث عن  = 𝐼𝑛𝑑
2
𝑥  

𝑥    نجد أن حلول التطابق هي :  ≡ 5(𝑚𝑜𝑑13), 𝑥 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑13), 𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑13) 
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